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Ï³äðó÷íèê íàïèñàíî â³äïîâ³äíî äî íàâ÷àëüíî¿ ïðîãðàìè äèñöèïë³íè 
«Êîìï’þòåðíå ìîäåëþâàííÿ â á³îëîã³¿» äëÿ ï³äãîòîâêè ìàã³ñòð³â ç á³îëîã³¿ â 
Íàâ÷àëüíî-íàóêîâîìó öåíòð³ «²íñòèòóò á³îëîã³¿ òà ìåäèöèíè» Êè¿âñüêîãî íà-
ö³îíàëüíîãî óí³âåðñèòåòó ³ìåí³ Òàðàñà Øåâ÷åíêà. Ó âèäàíí³ ñèñòåìàòèçîâàíî 
ëåêö³éíèé ìàòåð³àë ç âèâ÷åííÿ ÿê áàçîâèõ, òàê ³ îðèã³íàëüíèõ ìîäåëåé á³îëî-
ã³÷íèõ ïðîöåñ³â, ùî îïèñóþòüñÿ òî÷êîâèìè ³ ðîçïîä³ëåíèìè ñèñòåìàìè. Ðîç-
êðèòî ïîíÿòòÿ «ìîäåëü» òà «ìîäåëþâàííÿ», íàâåäåíî êëàñèô³êàö³þ ìîäåëåé ³ 
çàãàëüí³ ïðèíöèïè ¿õ ñòâîðåííÿ, îñíîâè ìàòåìàòè÷íîãî àïàðàòó (òåîð³¿ äèôå-
ðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü), íåîáõ³äíîãî äëÿ ïîáóäîâè òà àíàë³çó äèíàì³÷íèõ ìîäå-
ëåé ó á³îëîã³¿. Ìîæëèâîñò³ ìîäåëþâàííÿ ó á³îëîã³¿ ïðî³ëþñòðîâàíî âèáðàíèìè 
ïðèêëàäàìè, çîêðåìà ìîäåëÿìè åâîëþö³¿ é ðîçâèòêó, ê³íåòèêè ôåðìåíòàòèâ-
íèõ ïðîöåñ³â, ïîïóëÿö³éíèìè òà ñàìîîðãàí³çàö³¿. Îïèñàíî ñòîõàñòè÷í³ ìîäåë³ 
á³îëîã³÷íèõ ïðîöåñ³â. Ïîêàçàíî êîðèñí³ñòü ìåòîä³â åìï³ðè÷íîãî ìàòåìàòè÷íî-
ãî àíàë³çó ñêëàäíèõ ãðàô³÷íèõ çàëåæíîñòåé ó á³îëîã³÷íîìó äîñë³äæåíí³. Íàâå-
äåíî çàâäàííÿ ð³çíîãî òèïó ñêëàäíîñò³ ç ð³çíîìàí³òíèõ ðîçä³ë³â á³îëîã³¿ äëÿ 
ñàìîñò³éíî¿ ðîáîòè ñòóäåíò³â òà óñï³øíîãî îïàíóâàííÿ íàâ÷àëüíîãî ìàòåð³à-
ëó ï³äðó÷íèêà. Äåòàëüíî ðîçãëÿíóòî äåÿê³ àëãîðèòìè ïðèêëàäíîãî ïàêåòà 
ïðîãðàìè «Mathematica», ÿê³ çíàäîáëÿòüñÿ äëÿ ïðîâåäåííÿ êîìï’þòåðíîãî 
åêñïåðèìåíòó ç äîñë³äæåííÿ ìîäåëåé æèâèõ ñèñòåì. 

Äëÿ ñòóäåíò³â á³îëîã³÷íèõ ³ ìåäè÷íèõ ñïåö³àëüíîñòåé çàêëàä³â âèùî¿ îñâ³òè, 
ÿê³ âèâ÷àþòü äèñöèïë³íè, ïîâ’ÿçàí³ ç ìîäåëþâàííÿì á³îëîã³÷íèõ ïðîöåñ³â ð³çíî¿ 
ïðèðîäè. 
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Ìóæí³ì çàõèñíèêàì Óêðà¿íè – 
ñòóäåíòàì, àñï³ðàíòàì, âèêëàäà÷àì 

³ âèïóñêíèêàì Êè¿âñüêîãî íàö³îíàëüíîãî 
óí³âåðñèòåòó ³ìåí³ Òàðàñà Øåâ÷åíêà  

òà Íàö³îíàëüíî¿ àêàäåì³¿ íàóê Óêðà¿íè 
ï ð è ñ â ÿ ÷ ó º ò ü ñ ÿ 

ПЕРЕДМОВА  

Ìàòåìàòè÷íà á³îëîã³ÿ (á³îìàòåìàòèêà, ìàòåìàòè÷íå á³îìîäåëþâàí-
íÿ), ÿêà øèðîêî âèêîðèñòîâóº òåîð³þ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü, òåîð³þ 
êîëèâàëüíèõ ïðîöåñ³â, ³íôîðìàòèêó, ïðèêëàäíó ìàòåìàòèêó ³ ìàòåìàòè÷-
íó ñòàòèñòèêó, îá÷èñëþâàëüíó òåõí³êó é êîìï’þòåðí³ òåõíîëîã³¿ äëÿ 
ðîçâ’ÿçàííÿ ôóíäàìåíòàëüíèõ á³îëîã³÷íèõ ïðîáëåì ³ íàìàãàºòüñÿ ìîäå-
ëþâàòè ïðèðîäí³ ô³çèêî-õ³ì³÷í³ òà á³îëîã³÷í³ ïðîöåñè, íèí³ çäîáóëà 
çíà÷íå âèçíàííÿ òà àâòîðèòåò. Ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî, ïî ñóò³, ìàòå-
ìàòè÷íà á³îëîã³ÿ – öå ìàòåìàòè÷íà ³íòåðïðåòàö³ÿ á³îëîã³÷íèõ ïðîöåñ³â. 

Ââàæàþ, ùî àêòèâíå çàëó÷åííÿ ìàòåìàòè÷íèõ ìåòîä³â äî ðîç-
â’ÿçàííÿ íàãàëüíèõ ïðîáëåì ñó÷àñíèõ íàóê ïðî ÆÈÒÒß, çîêðåìà ó ãà-
ëóç³ ô³çèêî-õ³ì³÷íî¿ á³îëîã³¿, âêðàé íåîáõ³äíå. Àáñîëþòíî î÷åâèäíî, ùî 
çàñòîñóâàííÿ ìàòåìàòè÷íèõ ìåòîä³â íàäçâè÷àéíî äîáðå çàðåêîìåíäó-
âàëî ñåáå ó òàêèõ ãàëóçÿõ ³ íàïðÿìàõ á³îëîã³÷íî¿ íàóêè, ÿê á³îõ³ì³ÿ, á³î-
ô³çèêà, ìîëåêóëÿðíà òà êë³òèííà á³îëîã³ÿ, ô³ç³îëîã³ÿ, ì³êðîá³îëîã³ÿ, ïî-
ïóëÿö³éíà òà ïîð³âíÿëüíà ãåíåòèêà, á³îìåäèöèíà, ³ìóíîëîã³ÿ, åêîëîã³ÿ, 
åï³äåì³îëîã³ÿ, ðàä³îá³îëîã³ÿ, ôàðìàêîëîã³ÿ, á³îòåõíîëîã³ÿ, äëÿ äîñë³ä-
æåííÿ, íàïðèêëàä, àêòóàëüíèõ ïèòàíü á³îõ³ì³÷íî¿ ê³íåòèêè, ôàðìàêî-  
òà îíêîê³íåòèêè, á³îëîã³÷íî¿ òåðìîäèíàì³êè, ìîëåêóëÿðíî¿ ðåöåïòîðèêè, 
âçàºìîä³¿ àíòèãåí–àíòèò³ëî, âíóòð³øíüîêë³òèííèõ ñèãíàëüíèõ ìåðåæ, 
ìåìáðàííîãî òðàíñïîðòó ðå÷îâèí, à òàêîæ âèâ÷åííÿ ïðîáëåì á³îñåíñî-
ðèêè, á³îìåäè÷íî¿ â³çóàë³çàö³¿ òà àíàë³çó çîáðàæåíü á³îëîã³÷íèõ îá’ºêò³â 
òîùî. Îñîáëèâî âàæëèâèì º âèêîðèñòàííÿ ìàòåìàòèêè â ñèñòåìí³é á³î-
ëîã³¿ òà á³î³íôîðìàòèö³. 

Ïðèºìíî çãàäàòè, ÿêèì âàæëèâèì äëÿ ìåíå îñîáèñòî, ñòóäåíòà Êè¿â-
ñüêîãî ìåäè÷íîãî ³íñòèòóòó òà (îäíî÷àñíî) ñòóäåíòà ìåõàí³êî-ìàòåìà-
òè÷íîãî ôàêóëüòåòó Êè¿âñüêîãî óí³âåðñèòåòó ³ìåí³ Òàðàñà Øåâ÷åíêà, 
áóâ âïëèâ ëåêö³é ³ çóñòð³÷³ ç àêàäåì³êàìè Â.Ì. Ãëóøêîâèì, Ì.Ì. Àìî-
ñîâèì ³ Ñ.Ì. Ãåðøåíçîíîì ó ÷àñè, êîëè ê³áåðíåòèêà, á³îê³áåðíåòèêà ³ 
ãåíåòèêà ëèøå «ïðîêëàäàëè» øëÿõ äî ñòóäåíòñòâà. Ï³äãîòîâêà ìîëîäèõ 
íàóêîâö³â, îá³çíàíèõ ó ãàëóç³ çàñòîñóâàííÿ ìàòåìàòè÷íèõ ìåòîä³â ó á³î-
ëîã³¿ òà á³îìåäèöèí³, ïåðåäáà÷àº âèäàííÿ â³äïîâ³äíèõ ôàõîâèõ ï³äðó÷-
íèê³â. Ï³äðó÷íèê «Êîìï’þòåðíå ìîäåëþâàííÿ â á³îëîã³¿» ñàìå é ïðèç-
íà÷åíèé äëÿ ðåàë³çàö³¿ öüîãî çàâäàííÿ. Âèõ³ä ó ñâ³ò òàêîãî âèäàííÿ íàî÷íî 
äåìîíñòðóº ïë³äí³ñòü òâîð÷î¿ ñï³âïðàö³ éîãî àâòîð³â – ô³çèêà òà á³îëî-
ãà. ßêùî ï³äðó÷íèê ñïðèÿòèìå ïîñèëåííþ çàö³êàâëåíîñò³ ñòóäåíò³â, àñ-
ï³ðàíò³â ³ íàóêîâö³â ó âèêîðèñòàíí³ òåõíîëîã³é ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþ-
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âàííÿ òà êîìï’þòåðíî¿ òåõí³êè äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ ñó÷àñíî¿ ô³çèêî-
õ³ì³÷íî¿ á³îëîã³¿, òî öþ ì³ñ³þ ìîæíà ââàæàòè âèêîíàíîþ. 

Âàðòî âèä³ëèòè îñîáëèâîñò³ öüîãî ï³äðó÷íèêà, ÿê³, áåçïåðå÷íî, 
ñïðèÿòèìóòü âèñîêîìó ð³âíþ ñïðèéíÿòòÿ ñòóäåíòàìè íàâ÷àëüíîãî ìàòå-
ð³àëó. Ï³äðó÷íèê º ì³æäèñöèïë³íàðíèì, îñê³ëüêè âèêëàäåíèé ó íüîìó 
íàâ÷àëüíèé ìàòåð³àë â³äîáðàæóº «ïåðåõðåñòÿ» ð³çíèõ ïðèðîäíè÷èõ äèñ-
öèïë³í – ìàòåìàòèêè, á³îëîã³¿, ô³çè÷íî¿ õ³ì³¿ ³ ö³ëêîì â³äïîâ³äàº òåíäåí-
ö³ÿì ðîçâèòêó ñó÷àñíîãî Ïðèðîäîçíàâñòâà. Òåêñò äîáðå ³ëþñòðîâàíèé, 
ùî âàæëèâî äëÿ ãëèáøîãî ðîçóì³ííÿ ñòóäåíòàìè ñóò³ ô³çèêî-õ³ì³÷íèõ ³ 
á³îëîã³÷íèõ äèíàì³÷íèõ ÿâèù, ÿê³ â³äáóâàþòüñÿ íà ð³çíèõ ð³âíÿõ îðãàí³-
çàö³¿ æèâèõ ñèñòåì (ìîëåêóëÿðíîìó, ñóáêë³òèííîìó, êë³òèííîìó, òêà-
íèííîìó, îðãàííîìó, îðãàí³çìåíîìó, ïîïóëÿö³éíîìó). Àâòîðàìè âèêëàäå-
íî âèáðàí³ âàæëèâ³ ïèòàííÿ âèùî¿ ìàòåìàòèêè (îñíîâè äèôåðåíö³àëü-
íîãî òà ³íòåãðàëüíîãî ÷èñëåííÿ, åëåìåíòè òåîð³¿ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü, 
ïîíÿòòÿ ïðî ìàòðè÷íèé àíàë³ç òà êîìïëåêñí³ ÷èñëà), ùî, áåçïåðå÷íî, 
ñïðèÿòèìå ï³äâèùåííþ ð³âíÿ çíàíü ñòóäåíò³â ùîäî çàëó÷åííÿ ìàòåìà-
òè÷íèõ ï³äõîä³â äî äîñë³äæåííÿ á³îëîã³÷íèõ ñèñòåì. Ðîçãëÿíóòî äåÿê³ 
âàæëèâ³ àëãîðèòìè ïðèêëàäíîãî ïàêåòà ïðîãðàìè «Mathematica», íåîá-
õ³äí³ äëÿ ïðîâåäåííÿ ñàìîñò³éíîãî êîìï’þòåðíîãî åêñïåðèìåíòó ç äîñ-
ë³äæåííÿ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé æèâèõ ñèñòåì. Íàâ÷àëüíèé ìàòåð³àë 
âèêëàäåíî ó òàêèé ñïîñ³á, ùî ïåðåäáà÷àº çàëó÷åííÿ ñòóäåíò³â äî àêòèâ-
íî¿ ñàìîñò³éíî¿ ðîáîòè, íàâåäåíî áàãàòî ìàòåìàòè÷íèõ çàâäàíü ð³çíî¿ 
ñêëàäíîñò³ ç ð³çíîìàí³òíèõ ðîçä³ë³â ñó÷àñíî¿ á³îëîã³¿. Ï³äðó÷íèê ìàº 
ïåðñïåêòèâè àêòèâíîãî âèêîðèñòàííÿ ó ñàìîñò³éí³é íàóêîâ³é ðîáîò³ àñ-
ï³ðàíò³â é äîñâ³ä÷åíèõ äîñë³äíèê³â (á³îëîã³â, ìåäèê³â) ï³ä ÷àñ ñòâîðåííÿ 
ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ó ãàëóç³ á³îëîã³¿ òà á³îìåäèöèíè. 

Ìîæíà áóòè ïåâíèì, ùî ñòóäåíòè á³îëîã³÷íèõ ³ ìåäè÷íèõ ñïåö³àëü-
íîñòåé çàêëàä³â âèùî¿ îñâ³òè, ÿê³ âèâ÷àþòü äèñöèïë³íè, ïîâ’ÿçàí³ ç ìî-
äåëþâàííÿì á³îëîã³÷íèõ ïðîöåñ³â ð³çíî¿ ïðèðîäè, ìàòèìóòü ÷óäîâèé 
ï³äðó÷íèê, îñíîâè ÿêîãî äîïîìîæóòü îïàíóâàòè íàâè÷êè ïîáóäîâè ìà-
òåìàòè÷íèõ ìîäåëåé á³îëîã³÷íèõ ñèñòåì íà ð³çíèõ ð³âíÿõ ¿õ îðãàí³çàö³¿. 

Ùèðî áàæàþ óñï³õ³â ñòóäåíòàì, àñï³ðàíòàì, ìîëîäèì òà äîñâ³ä÷å-
íèì íàóêîâöÿì ó ðîçâ’ÿçóâàíí³ íàäçâè÷àéíî ö³êàâèõ ïðîáëåì ó ãàëóç³ 
ñó÷àñíîãî Ïðèðîäîçíàâñòâà, ùî âèíèêàþòü íà ñòèêó á³îëîã³¿, ìåäèöèíè 
³ ìàòåìàòèêè.  

Ñåðã³é ÊÎÌ²ÑÀÐÅÍÊÎ,  
àêàäåì³ê ÍÀÍ òà ÍÀÌÍ Óêðà¿íè 
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ВСТУП  

Ìàòåìàòèêà – öå ìîâà, 
íà ÿê³é íàïèñàíî êíèãó Ïðèðîäè. 

ÃÀË²ËÅÎ ÃÀË²ËÅÉ 

Íà ñüîãîäí³ ìàòåìàòè÷í³ ï³äõîäè ³ êîìï’þòåðí³ òåõíîëîã³¿ 
øèðîêî çàñòîñîâóþòü ïðàêòè÷íî â óñ³õ ãàëóçÿõ ñó÷àñíî¿ á³îëîã³¿, 
íàñàìïåðåä ó ô³çèêî-õ³ì³÷í³é á³îëîã³¿, äîñë³äæåííÿ ÿêî¿ ìàþòü 
íàäçâè÷àéíî âàæëèâå çíà÷åííÿ ó ï³çíàíí³ ôåíîìåíó ÆÈÂÎÃÎ. 
Ï³ä ô³çèêî-õ³ì³÷íîþ á³îëîã³ºþ, ìåòîþ ÿêî¿ ÿê òðàíñäèñöèïë³-
íàðíî¿ íàóêè º ç’ÿñóâàííÿ ô³çè÷íèõ ³ õ³ì³÷íèõ îñíîâ ôóíêö³îíó-
âàííÿ æèâèõ ñèñòåì, ìè ïåðåäóñ³ì ðîçóì³ºìî êîìïëåêñ êëàñè÷íèõ 
ôóíäàìåíòàëüíèõ äèñöèïë³í – á³îô³çèêó, á³îõ³ì³þ, ìîëåêóëÿðíó 
á³îëîã³þ, á³îîðãàí³÷íó òà á³îíåîðãàí³÷íó õ³ì³þ. 

Â îñòàíí³ äåñÿòèë³òòÿ ô³çèêî-õ³ì³÷íà á³îëîã³ÿ àêòèâíî ðîçâè-
âàºòüñÿ, îñê³ëüêè íà ñòèêó á³îëîã³¿, ô³çèêè òà õ³ì³¿ â³äáóëîñÿ ñòà-
íîâëåííÿ òàêèõ ïåðåõðåñíèõ íàóê ³ íàóêîâèõ íàïðÿì³â, ÿê á³îô³-
çè÷íà õ³ì³ÿ, ô³çè÷íà á³îõ³ì³ÿ, õ³ì³÷íà á³îô³çèêà, á³îõ³ì³÷íà ô³çèêà 
òà ô³çèêà æèâîãî. 

ßêùî á³îô³çèêà º ô³çèêîþ òà ô³çè÷íîþ õ³ì³ºþ á³îëîã³÷íèõ 
ïðîöåñ³â ³ ñèñòåì, òî á³îô³çè÷íó õ³ì³þ òðàêòóþòü ÿê ñóòî ô³çè÷íó 
õ³ì³þ á³îëîã³÷íèõ ÿâèù. Ô³çè÷íà á³îõ³ì³ÿ æ º ðîçä³ëîì á³îõ³ì³¿, 
ÿêà âèâ÷àº òåîð³þ, ðîçðîáëÿº ìåòîäîëîã³þ òà ìåòîäè, ùî âèêî-
ðèñòîâóþòü ï³ä ÷àñ âèâ÷åííÿ ô³çè÷íèõ âëàñòèâîñòåé á³îìîëåêóë. 
Õ³ì³÷íó á³îô³çèêó ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê ðîçä³ë á³îô³çèêè, ùî âè-
â÷àº õ³ì³÷í³ îñíîâè á³îô³çè÷íèõ ïðîöåñ³â, òîä³ ÿê á³îõ³ì³÷íà ô³-
çèêà àêöåíòóº óâàãó íà ç’ÿñóâàíí³ ô³çè÷íî¿ ñóò³ á³îõ³ì³÷íèõ ïðî-
öåñ³â. Ô³çèêà æèâîãî ïåðåâàæíî ðîçãëÿäàº æèâ³ ñèñòåìè ÿê ô³-
çè÷íèé îá’ºêò. 

Áåçïåðå÷íî, äî ô³çèêî-õ³ì³÷íî¿ á³îëîã³¿ ò³ºþ ÷è ³íøîþ ì³ðîþ 
íàëåæàòü é äîñë³äæåííÿ, ÿê³ ïðîâàäÿòü ó ãàëóç³ ìîëåêóëÿðíî¿ ô³-
ç³îëîã³¿, íàíîá³îòåõíîëîã³¿, á³î³íôîðìàòèêè, ñèñòåìíî¿ òà ñèíòå-
òè÷íî¿ á³îëîã³¿, ïðîòåîì³êè òîùî. 

Ô³çèêî-õ³ì³÷íà á³îëîã³ÿ º òåîðåòè÷íîþ îñíîâîþ ñó÷àñíî¿ ôóí-
äàìåíòàëüíî¿ á³îëîã³÷íî¿ íàóêè, àëå âèêîðèñòàííÿ ¿¿ óÿâëåíü òà 
êîíöåïö³é âêðàé íåîáõ³äíå é äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ íàãàëüíèõ ïðàêòè÷-
íèõ çàâäàíü, íàñàìïåðåä ó ãàëóç³ ìåäèöèíè, ôàðìàêîëîã³¿, á³î-
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òåõíîëîã³¿, îõîðîíè íàâêîëèøíüîãî ñåðåäîâèùà òà á³îáåçïåêè. 
Àäæå õ³áà íå íàéãîëîâí³øà ìåòà ÍÀÓÊÈ – çðîáèòè òàê, ùîá 
ëþäèí³ æèëîñÿ êðàùå? 

Âèä³ëèìî äåÿê³ îñîáëèâîñò³, õàðàêòåðí³ äëÿ êîìïëåêñó çàçíà-
÷åíèõ âèùå òðàíñäèñöèïë³íàðíèõ á³îô³çèêî-õ³ì³÷íèõ íàóê ³ íàó-
êîâèõ íàïðÿì³â, õî÷à êîæåí ³ç íèõ ìàº ñâî¿ ìåòó òà çàäà÷³. 

Ïî-ïåðøå, ì³æ íèìè íåìàº æîðñòêîãî «êîðäîíó», ïðàêòè÷íî 
óñ³ âîíè ´ðóíòóþòüñÿ íà àêòèâíîìó âèêîðèñòàíí³ ô³çè÷íèõ, õ³ì³÷-
íèõ òà ô³çèêî-õ³ì³÷íèõ òåîð³é, ã³ïîòåç, êîíöåïö³é, óÿâëåíü, òëó-
ìà÷åíü, áà÷åíü äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî äîñë³äæåííÿ á³îëîã³÷íèõ 
ñèñòåì íà ð³çíèõ ð³âíÿõ ¿õ îðãàí³çàö³¿ (ìîëåêóëÿðíîìó, ñóáêë³òèí-
íîìó, êë³òèííîìó, îðãàííîìó, òêàíèííîìó, îðãàí³çìåíîìó, ïîïó-
ëÿö³éíîìó). 

Ïî-äðóãå, óñ³ çãàäàí³ âèùå òðàíñäèñöèïë³íàðí³ íàóêè òà íàóêîâ³ 
íàïðÿìè çîñåðåäæåí³ íà âèâ÷åíí³ ôóíäàìåíòàëüíèõ á³îô³çèêî-
õ³ì³÷íèõ îñíîâ ðåàë³çàö³¿ ³îííèõ, ìîëåêóëÿðíèõ, ìåìáðàííèõ òà 
êë³òèííèõ ìåõàí³çì³â çàãàëüíîâ³äîìèõ á³îëîã³÷íèõ ôåíîìåí³â 
(ä³éñíî, ìè á õîò³ëè ç’ÿñóâàòè – «ÿê âîíî ïðàöþº»?). Éäåòüñÿ, 
íàïðèêëàä, ïðî åíçèìàòè÷íèé êàòàë³ç, ñêîðî÷åííÿ–ðîçñëàáëåí-
íÿ ì’ÿç³â (ìåõàíîõ³ì³÷í³ ÿâèùà), ñåêðåö³þ, âíóòð³øíüîêë³òèííèé 
ñèãíàë³íã, ì³æêë³òèííó âçàºìîä³þ, êë³òèííèé ïîä³ë, çàïë³äíåí-
íÿ, ìåìáðàííèé òðàíñïîðò ðå÷îâèí, âçàºìîä³þ àíòèãåí–àíòè-
ò³ëî, á³îëîã³÷íó ðåöåïòîðèêó òà á³îëîã³÷íó ñåíñîðèêó òîùî. 

Ïî-òðåòº, ó â³äïîâ³äíèõ äîñë³äæåííÿõ â ãàëóç³ âñ³õ íàïðÿì³â 
ô³çèêî-õ³ì³÷íî¿ á³îëîã³¿ âèêîðèñòîâóþòü øèðîêèé ñïåêòð åêñïå-
ðèìåíòàëüíèõ ô³çè÷íèõ, õ³ì³÷íèõ òà ô³çèêî-õ³ì³÷íèõ ìåòîä³â. 

Ïî-÷åòâåðòå, ô³çèêî-õ³ì³÷íà á³îëîã³ÿ òà ñïðÿæåí³ ç íåþ íàóêè 
ï³ä ÷àñ ïðîâåäåííÿ åêñïåðèìåíòàëüíèõ ³ òåîðåòè÷íèõ äîñë³äæåíü 
àêòèâíî çàñòîñîâóþòü ð³çíîìàí³òí³ ìàòåìàòè÷í³ ï³äõîäè: ë³í³éíó 
àëãåáðó, àëãåáðà¿÷íó ãåîìåòð³þ, òåîð³þ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ³ 
òåîð³þ êîëèâàëüíèõ ïðîöåñ³â, òåîð³þ ³ãîð, òåîð³þ àâòîìàò³â, òîïî-
ëîã³þ, ³íôîðìàòèêó, ïðèêëàäíó ìàòåìàòèêó (çîêðåìà ìàòåìàòè÷íå 
ìîäåëþâàííÿ), êîìá³íàòîðèêó é òåîð³þ êîäóâàííÿ, òåîð³þ õàîñó, 
òåîð³þ éìîâ³ðíîñòåé ³ ìàòåìàòè÷íó ñòàòèñòèêó, à òàêîæ îá÷èñëþ-
âàëüíó òåõí³êó òà êîìï’þòåðí³ òåõíîëîã³¿. 

Çàãàëîì ó êîíòåêñò³ âèêëàäåíîãî ìîæå éòèñÿ ïðî òàê çâàíó 
îá÷èñëþâàëüíó á³îëîã³þ. Äîö³ëüíî çãàäàòè â³äîì³ âèñëîâè âèçíà÷-
íèõ îñîáèñòîñòåé, ïðèì³ðîì: «Ñàìå ìàòåìàòèêà íàäàº íàéíàä³é-
í³ø³ ïðàâèëà: õòî íèìè êåðóºòüñÿ – òîìó íå çàãðîæóº îáìàí ïî-
÷óòò³â» (Ë. Åéëåð), «Ó êîæí³é ïðèðîäíè÷³é íàóö³ âì³ùåíî ñò³ëüêè 
³ñòèíè, ñê³ëüêè ó í³é º ìàòåìàòèêè» (Å. Êàíò), «Óñ³ ìèñòåöòâà 
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òÿæ³þòü äî ìóçèêè, à óñ³ íàóêè – äî ìàòåìàòèêè» (Äæ. Ñàí-
òàÿíà), «Õ³áà òè íå ïîì³òèâ, ùî çä³áíèé äî ìàòåìàòèêè ìàº óñï³õ 
ó âñ³õ íàóêàõ ïðî Ïðèðîäó?» (Ïëàòîí). 

Çàçíà÷èìî, ùî âèíèêíåííÿ, çàñòîñóâàííÿ é ñòàíîâëåííÿ ð³ç-
íîìàí³òíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ï³äõîä³â ï³ä ÷àñ âèâ÷åííÿ á³îëîã³÷íèõ 
ñèñòåì, ñïðîáè àíàë³çóâàòè ³ òðàêòóâàòè á³îëîã³÷í³ ïðîöåñè ³ç 
çàëó÷åííÿì ê³ëüê³ñíèõ ïîêàçíèê³â áóëè ùå ó äàâí³ ÷àñè. Çàëó-
÷åííÿ æ ìàòåìàòèêè äî ðîçâ’ÿçàííÿ á³îëîã³÷íèõ çàäà÷ îñîáëèâî 
àêòèâ³çóâàëîñÿ ó ÕÕ ñò. Ò³ºþ ÷è ³íøîþ ì³ðîþ â³äïîâ³äí³ ì³ðêó-
âàííÿ òà ðåçóëüòàòè ó ãàëóç³ îá÷èñëþâàíî¿ á³îëîã³¿ ïîâ’ÿçàí³ ç 
òàêèìè â÷åíèìè: Àð³ñòîòåëü, Äæ. Áîðåëë³, Ô³áîíà÷÷³, Ä’Àðñ³ Òîì-
ñîí, Ò.Ð. Ìàëüòóñ, Äæ. Ôðàíê, Å.Ã. Ñòàðë³íã, Ë. Åéëåð, Æ.Ë. Ïóà-
çåéëü, Ã. Ìåíäåëü, Ã. Ãåëüìãîëüö, À.À. Ìàðêîâ, Ã.Å. Ô³øåð, 
Å. Äþáóà-Ðåéìîí, À. Õ³ëë, Ê. Áóðêõàðä, ².². Øìàëüãàóçåí, Ì.Â. Òè-
ìîôåºâ-Ðåñîâñüêèé, Ì. Ðàøåâñüêèé, Ñ.Í. Áóðíøòåéí, Ã. Ì³õàåë³ñ, 
Ì. Ìåíòåí, Äæ. Áð³ããñ, Äæ. Õîëäåéí, Í. Â³íåð, Ñò’þäåíò, Ð. Ô³-
øåð, À.Äæ. Ëîòêà, Â. Âîëüòåððà, Ê.Ë. Áåðòàëàíô³, Ô. Êð³ê, 
Ä. Õîäæê³í, Ò.Ã. Õàêñë³, Á. Êàòö, Ñ. Óëÿì, À. Òüþðèíã, Ô. Áåéë³, 
Þ. Ãèëüäåðìàí, Â.Ë. Ã³íçáóðã, Â. Òåðíåð, ². Ñòþàðò, Ô. Ãàëüòîí, 
Ê. Ï³ðñîí, Á. Çàêìàí, Ð. Ëàîñ-Áåëüòðà, Ì. Ìþððåé, Ì. Êàïåêê³ 
òà ³í. 

Îäèí ³ç ôóíäàòîð³â ìàòåìàòè÷íî¿ á³îëîã³¿, ìàòåìàòè÷íî¿ á³î-
ô³çèêè ³ òåîðåòè÷íî¿ á³îëîã³¿ – ïðîôåñîð Ì. (Í.) Ðàøåâñüêèé. 
Íàðîäèâñÿ 1899 ð. â Óêðà¿í³ (ì. ×åðí³ã³â), ó ñòóäåíòñüê³ ðîêè âè-
â÷àâ òåîðåòè÷íó ô³çèêó â Êè¿âñüêîìó óí³âåðñèòåò³, à ó 1924 ð. 
åì³ãðóâàâ äî ÑØÀ. Ó 1938 ð. âèäàâ îäíó ³ç ïåðøèõ ìîíîãðàô³é ç 
ìàòåìàòè÷íî¿ á³îëîã³¿ òà ìàòåìàòè÷íî¿ á³îô³çèêè «Ìàòåìàòè÷íà 
á³îô³çèêà: ô³çèêî-ìàòåìàòè÷í³ îñíîâè á³îëîã³¿». Ó 1939 ð. çàñíó-
âàâ ïåðøèé æóðíàë, ïðèñâÿ÷åíèé ìàòåìàòè÷í³é á³îëîã³¿, ùî ìàº 
ñó÷àñíó íàçâó «Bulletin of Mathematical Biology». Ñåðåä éîãî ìî-
íîãðàô³é â³äîì³ «Äîñÿãíåííÿ ìàòåìàòè÷íî¿ á³îëîã³¿» (1940), «Ìà-
òåìàòè÷íà òåîð³ÿ ëþäñüêèõ ñòîñóíê³â» (1947), «Ìàòåìàòè÷íà á³î-
ëîã³ÿ ñîö³àëüíî¿ ïîâåä³íêè» (1951). Ó ×èêàçüêîìó óí³âåðñèòåò³ 
Ì. Ðàøåâñüêèé çàïî÷àòêóâàâ ïåðøó â ñâ³ò³ äîêòîðñüêó ïðîãðàìó 
ç ìàòåìàòè÷íî¿ á³îëîã³¿. Ðîçðîáèâ ìîäåëü íåéðîííèõ ìåðåæ, ïðî-
àíàë³çóâàâ òîïîëîã³þ á³îëîã³÷íèõ ñèñòåì, ìàâ çíà÷í³ çäîáóòêè ó 
ãàëóç³ ôîðìóëþâàííÿ ôóíäàìåíòàëüíèõ ïðèíöèï³â ó ñèñòåìí³é 
òà ðåëÿö³éí³é á³îëîã³¿, ðîçáóäîâè óÿâëåíü ùîäî ³ºðàðõ³÷íî¿ îðãà-
í³çàö³¿ îðãàí³çì³â òà ëþäñüêîãî ñóñï³ëüñòâà. 

Çãàäàéìî òàêîæ ïðîôåñîðà Ñ. Óëÿìà (íàðîäèâñÿ 1909 ð. ó 
ì. Ëüâ³â, ó 1935 ð. ïåðå¿õàâ äî ÑØÀ), ÿêèé çðîáèâ çíà÷íèé âíå-
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ñîê ó ðîçðîáêó òåîð³¿ ïðîãðàìóâàííÿ äëÿ á³îëîã³¿ òà ñòâîðèâ íî-
âó ìîâó ïðîãðàìóâàííÿ äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ á³îëîã³÷íèõ ïðîáëåì. 

Â îñòàíí³ äåñÿòèë³òòÿ ìàòåìàòè÷íà á³îëîã³ÿ (á³îìàòåìàòèêà, 
ìàòåìàòè÷íå á³îìîäåëþâàííÿ) ÿê ï³äðîçä³ë îá÷èñëþâàëüíî¿ á³î-
ëîã³¿ àêòèâíî ðîçâèâàºòüñÿ â Óêðà¿í³. Çàëó÷åííÿ ìàòåìàòè÷íèõ 
ï³äõîä³â äî âèð³øåííÿ á³îëîã³÷íèõ, çîêðåìà á³îô³çè÷íèõ, ïðîáëåì, 
ðîçáóäîâà ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ó ãàëóç³ á³îëîã³¿ â³äáóâàþòüñÿ ó 
áàãàòüîõ óí³âåðñèòåòàõ òà ³íñòèòóòàõ Íàö³îíàëüíî¿ àêàäåì³¿ íàóê 
Óêðà¿íè. Éäåòüñÿ ïðî ðîáîòè Â.Ì. Ãëóøêîâà, Î.Ñ. Äàâèäîâà, 
Ê.Á. Òîëïèãî, Ä.Ì. Ãðîäçèíñüêîãî, Ì.Ï. Äåðêà÷à, Þ.Ã. Àíòîìî-
íîâà, Ä.Ì. Ãîâîðóíà òà ³í. Íà ñüîãîäí³ ó öüîìó íàïðÿì³ ïðà-
öþþòü Ñ.Î. Êîñòåð³í, ².Î. Áðîâ÷åíêî, Þ.². Ïðèëóöüêèé, Ï.Ô. Æóê, 
À.Ä. Ñóïðóí, Î.Â. Öèìáàëþê, Â.É. Ãðèöàé, Ñ.Î. Êàðàõ³ì, Î.Þ. ×ó-
í³õ³í òà ³í. 

Çàçíà÷èìî, ùî îá÷èñëþâàëüíó ³ ìàòåìàòè÷íó á³îëîã³þ ìè, 
áåçïåðå÷íî, òàêîæ ñïðèéìàºìî ÿê òðàíñäèñöèïë³íàðíó ãàëóçü 
íàóêîâèõ äîñë³äæåíü. Ðàçîì ç òèì ¿¿ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ³ ÿê ðîç-
ä³ë ïðèêëàäíî¿ ìàòåìàòèêè. 

Ïðîòå â íàóêîâîìó ïîøóêó, ñïðÿìîâàíîìó íà çàëó÷åííÿ ìà-
òåìàòèêè äî âèâ÷åííÿ á³îëîã³÷íèõ ïðîöåñ³â, âàæëèâèì º ïèòàí-
íÿ: õòî äî êîãî ìàº «éòè» – á³îëîã äî ìàòåìàòèêà ÷è ìàòåìàòèê 
äî á³îëîãà? Íàé³ìîâ³ðí³øå, á³îëîã äî ìàòåìàòèêà, õî÷à íå âè-
êëþ÷åíèé ³ ïðîòèëåæíèé âàð³àíò. Ä³éñíî, ñàìå á³îëîã ìàº ÿê³ñíî 
ñôîðìóëþâàòè êîðåêòíó íàóêîâó çàäà÷ó â ãàëóç³ íàóê ïðî æèòòÿ, 
ÿêà ó ïåðñïåêòèâ³ ìîæå áóòè ôîðìàë³çîâàíà òà ðîçâ’ÿçàíà. Äîá-
ðå, ÿêùî á³îëîã ìàº íåîáõ³äíó ìàòåìàòè÷íó ï³äãîòîâêó ³ ìîæå 
ñàìîñò³éíî êâàë³ô³êîâàíî ôîðìàë³çóâàòè çàäà÷ó ó âèãëÿä³ ìàòå-
ìàòè÷íî¿ ìîäåë³, íàïðèêëàä, ñèñòåìè äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü, 
òîä³ ìàòåìàòèê çîñåðåäèòü ñâîþ óâàãó íà ¿¿ ðîçâ’ÿçàíí³ (àíàë³òè÷-
íîìó àáî ÷èñåëüíîìó). Äàë³ ñï³ëüíèìè çóñèëëÿìè âîíè çìîæóòü 
ðîçãëÿíóòè îòðèìàíèé ìîäåëüíèé ðåçóëüòàò, çîêðåìà ð³çíîìàí³ò-
í³ ÷àñòêîâ³ âèïàäêè, á³îëîã³÷íî òà ô³çèêî-õ³ì³÷íî ³íòåðïðåòóâàòè 
éîãî, ïåðåäáà÷èòè âëàñòèâîñò³ á³îëîã³÷íî¿ ñèñòåìè, ÿê³ ðàí³øå 
áåçïîñåðåäíüî ùå íå áóëè ç’ÿñîâàí³ òà äîñë³äæåí³. Òàê, ïðîôåñîð 
Ñ. Õîê³íã ñòâåðäæóâàâ, ùî «… áóäü-ÿêà òåîð³ÿ º äîáðîþ, ÿêùî 
âîíà çàäîâîëüíÿº ùîíàéìåíøå äâîì âèìîãàì: òî÷íî îïèñóº âå-
ëèêèé êëàñ ñïîñòåðåæåíü íà îñíîâ³ ìîäåë³, ÿêà ì³ñòèòü ëèøå äå-
ê³ëüêà åëåìåíò³â; äàº çìîãó ðîáèòè òî÷í³ ïåðåäáà÷åííÿ ùîäî ðå-
çóëüòàò³â ìàéáóòí³õ ñïîñòåðåæåíü»). 

Â³äîì³ âèïàäêè, êîëè ðîçáóäîâà ³ ôîðìóëþâàííÿ ïåâíèõ á³î-
ëîã³÷íèõ çàäà÷ ñïðèÿëè ñòâîðåííþ íîâèõ ìàòåìàòè÷íèõ òåõíîëî-
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ã³é, òîáòî á³îëîã³÷íà ïðîáëåìà ³íäóêóâàëà ðîçâèòîê íîâèõ ãàëó-
çåé ìàòåìàòèêè (íàî÷íèé ïðèêëàä: ðåçóëüòàòè åêñïåðèìåíòàëü-
íèõ äîñë³äæåíü ó ãàëóç³ ãåíåòèêè ñòèìóëþâàëè ðîçâèòîê òåîð³¿ 
éìîâ³ðíîñòåé òà âàð³àö³éíî¿ ñòàòèñòèêè). Ñë³ä î÷³êóâàòè, ùî é ó 
ïîäàëüøîìó á³îëîã³÷í³ ÿâèùà òà ïðîáëåìè áóäóòü äæåðåëîì ðîç-
ðîáëåííÿ íîâèõ ìàòåìàòè÷íèõ ï³äõîä³â. 

Íàòîì³ñòü, çäàºòüñÿ, ùî íàéåôåêòèâí³øà ñï³âïðàöÿ ì³æ á³îëî-
ãîì ³ ìàòåìàòèêîì ìîæëèâà òîä³, êîëè, ÿê âæå ï³äêðåñëþâàëîñÿ, 
á³îëîã âîëîä³º åëåìåíòàìè ìàòåìàòè÷íî¿ ï³äãîòîâêè (àëãåáðà, ïî-
õ³äí³ òà ³íòåãðàëè, äèôåðåíö³àëüí³ ð³âíÿííÿ, ðÿäè, ãðàô³÷íà ³íòåð-
ïðåòàö³ÿ åêñïåðèìåíòàëüíèõ äàíèõ, ðîçðàõóíîê õàðàêòåðèñòè÷íèõ 
êîíñòàíò ïðîöåñ³â), à ìàòåìàòèê îá³çíàíèé ó ôóíäàìåíòàëüíèõ 
ïîíÿòòÿõ á³îëîã³¿. Íà æàëü, òàê³ âèïàäêè º øâèäøå âèíÿòêîì, í³æ 
ñèñòåìîþ. Ìè ââàæàºìî, ùî óñÿ ïàðàäèãìà ðîçâèòêó ñó÷àñíèõ 
ÍÀÓÊ ÏÐÎ ÆÈÒÒß áåçïåðå÷íî ïåðåäáà÷àº, ùî ó ôàõ³âöÿ ³ç ôóí-
äàìåíòàëüíîþ á³îëîã³÷íîþ îñâ³òîþ òàêîæ ìàº áóòè ïåâíèé ð³âåíü 
(õî÷à á ì³í³ìàëüíèé) âëàñíî¿ «ìàòåìàòè÷íî¿ êóëüòóðè». 

Íèí³ ìàòåìàòè÷í³ ï³äõîäè äîáðå çàðåêîìåíäóâàëè ñåáå ó ð³çíî-
ìàí³òíèõ ãàëóçÿõ ³ íàïðÿìàõ á³îëîã³÷íî¿ íàóêè, òàêèõ ÿê á³îõ³ì³÷íà 
ê³íåòèêà, ôàðìàêî- òà îíêîê³íåòèêà, á³îëîã³÷íà òåðìîäèíàì³êà, á³î-
ô³çèêà ì’ÿç³â, äîñë³äæåííÿ ìåõàí³çì³â ãåíåðàö³¿ íåðâîâîãî ³ìïóëüñó, 
êë³òèííà íåéðîá³îëîã³ÿ, ìîëåêóëÿðíà ðåöåïòîðèêà, ìåìáðàííèé 
òðàíñïîðò ðå÷îâèí, ³ìóíîëîã³ÿ, ì³êðîá³îëîã³ÿ, ðàä³îá³îëîã³ÿ, ñòâî-
ðåííÿ ìîäåëåé êë³òèííèõ àâòîìàò³â, ðîçáóäîâà äèíàì³÷íî¿ òåîð³¿ 
á³îëîã³÷íèõ ïîïóëÿö³é, ïîïóëÿö³éíà òà ïîð³âíÿëüíà ãåíåòèêà, âè-
â÷åííÿ ïðîñòîðîâî-÷àñîâî¿ ïîâåä³íêè á³îëîã³÷íèõ ñèñòåì, äîñë³-
äæåííÿ âèíèêíåííÿ ïðîñòîðîâèõ êàðòèí íà ò³ë³ òâàðèí (ïëÿìè ³ 
ñìóãè), á³îìåäè÷íà â³çóàë³çàö³ÿ òà àíàë³ç çîáðàæåíü á³îëîã³÷íèõ 
îá’ºêò³â, åêîëîã³ÿ, åï³äåì³îëîã³ÿ, á³îí³êà, á³îòåõíîëîã³ÿ òà ³í. Ìîæ-
íà íàâ³òü ãîâîðèòè ïðî ìàòåìàòè÷íó ô³çèêó á³îëîã³÷íèõ ïðîöåñ³â òà 
îá’ºêò³â, ñïðÿìîâàíó íà âèâ÷åííÿ ê³ëüê³ñíèõ çàêîíîì³ðíîñòåé ðåà-
ë³çàö³¿ ô³çè÷íèõ çàêîí³â íà á³îëîã³÷íîìó ð³âí³ îðãàí³çàö³¿ ìàòåð³¿. 

Áåçïåðå÷íî, ùî âàð³àö³éíà ñòàòèñòèêà – öå âàæëèâà óí³âåð-
ñàëüíà ÷àñòèíà àïë³êàö³¿ ìàòåìàòè÷íèõ ï³äõîä³â äî ê³ëüê³ñíîãî 
àíàë³çó ðåçóëüòàò³â á³îëîã³÷íèõ äîñë³äæåíü. Çãàäàéìî âèñë³â âè-
äàòíîãî ô³çèêî-õ³ì³êà Å. Ãóããåíãåéìà: «Íàéâäàë³ø³ äîñë³äè âèÿâ-
ëÿòüñÿ íåêîðèñíèìè, ÿêùî åêñïåðèìåíòàòîðó íå âäàñòüñÿ íàëåæ-
íèì ÷èíîì îáðîáèòè äàí³, ùî áóëè îòðèìàí³». Ó öüîìó êîíòåê-
ñò³ çàçíà÷èìî, ùî àâòîðè ï³äðó÷íèêà â³äíîñíî íåùîäàâíî ó 
ñï³âïðàö³ ç êîëåãàìè âèäàëè ï³äðó÷íèê ç á³îñòàòèñòèêè (Ïðèëó-
öüêèé òà ³í., 2017). 
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Ï³äêðåñëèìî, ùî íà ñüîãîäí³ âàãîìå çíà÷åííÿ â á³îëîã³¿, íà-
ñàìïåðåä ó ô³çèêî-õ³ì³÷í³é á³îëîã³¿, ïðè çàñòîñóâàíí³ ìàòåìàòè÷-
íèõ ï³äõîä³â äî ðîçâ’ÿçàííÿ íàóêîâèõ çàäà÷ íàëåæèòü ìåòîäàì 
êîìï’þòåðíîãî ìîäåëþâàííÿ. 

Éäåòüñÿ, çîêðåìà, ïðî òàê çâàíó á³îëîã³þ in silico, ñïðÿìîâà-
íó íà äîñë³äæåííÿ ç âèêîðèñòàííÿì ìåòîäîëîã³¿ êîìï’þòåðíî¿ 
ñèìóëÿö³¿ á³îëîã³÷íèõ ïðîöåñ³â, ÿâèù ³ ñèñòåì íà ð³çíèõ ³ºðàð-
õ³÷íèõ ð³âíÿõ ¿õ îðãàí³çàö³¿ – ìîëåêóëÿðíîìó, ìîëåêóëÿðíî-ãå-
íåòè÷íîìó, ãåíîìíîìó. 

Íà ñüîãîäí³ íàéôóíäàìåíòàëüí³øèìè çàäà÷àìè êîìï’þòåðíî¿ 
á³îëîã³¿ º ðîçøèôðóâàííÿ ãåíîìó, âèçíà÷åííÿ ïðîñòîðîâî¿ ñòðóê-
òóðè ïðîòå¿í³â ³ ñòâîðåííÿ ìîäåëåé ôóíêö³îíóâàííÿ á³îìàêðîìî-
ëåêóë (ïðîòå¿í³â òà íóêëå¿íîâèõ êèñëîò) ç âèêîðèñòàííÿì ìåòîä³â 
ìàòåìàòè÷íîãî ³ êîìï’þòåðíîãî ìîäåëþâàííÿ, à òàêîæ ³ç çàëó-
÷åííÿì ³íôîðìàö³éíèõ òåõíîëîã³é. Âîäíî÷àñ êîìï’þòåðíó á³îëî-
ã³þ çàñòîñîâóþòü ï³ä ÷àñ âèâ÷åííÿ á³îô³çèêî-õ³ì³÷íèõ ïðîöåñ³â, 
ÿê³ ðåàë³çóþòüñÿ íà ñóáêë³òèííîìó, êë³òèííîìó, îðãàííîìó, îð-
ãàí³çìåíîìó òà ïîïóëÿö³éíîìó ð³âíÿõ. Çîêðåìà, éäåòüñÿ ïðî ìàòå-
ìàòè÷í³ ìîäåë³ äëÿ îïèñó á³îëîã³÷íèõ ñèñòåì ó òî÷êîâîìó òà ðîçïî-
ä³ëåíîìó ôîðìàòàõ. Âèêîðèñòàííÿ ìåòîäîëîã³é êîìï’þòåðíî¿ á³î-
ëîã³¿ âàæëèâå äëÿ àíàë³çó ïðîáëåì, ïîâ’ÿçàíèõ ³ç ôàðìàêîëîã³ºþ, 
åêîëîã³ºþ òà îõîðîíîþ íàâêîëèøíüîãî ñåðåäîâèùà, ïîâåä³íêîþ 
æèâèõ ³ñòîò, à òàêîæ äëÿ ðîçáóäîâè ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé åï³äåì³î-
ëîã³¿, á³îáåçïåêè òà ñîö³àëüíèõ ñèñòåì ³ ïðîöåñ³â. ßê ïðèêëàä íà-
âåäåìî ðîáîòó, ïðîâåäåíó ó ÍÀÍ Óêðà¿íè, ç ìàòåìàòè÷íîãî ìîäå-
ëþâàííÿ ïîøèðåííÿ åï³äåì³¿ êîðîíàâ³ðóñó SARS-CoV-2 â Óêðà¿í³. 

Â³ääàìî íàëåæíå âèäàòíîìó óêðà¿íñüêîìó ê³áåðíåòèêó é ìà-
òåìàòèêó àêàäåì³êó Â.Ì. Ãëóøêîâó, ÿêèé ðîçðîáèâ ïðèíöèïîâî 
íîâ³ ï³äõîäè äî ñòâîðåííÿ ñèñòåì îáðîáêè ³íôîðìàö³¿. Âîíè ³ñ-
òîòíî çì³íèëè óÿâëåííÿ ïðî òåîð³þ ñèñòåì óïðàâë³ííÿ ³ òåî-
ð³þ îá÷èñëþâàëüíèõ ñèñòåì, çàêëàëè ï³ä´ðóíòÿ äëÿ íîâîãî åòàïó 
ðîçâèòêó íàóêè ïðî ³íôîðìàö³þ. Â ²íñòèòóò³ ê³áåðíåòèêè ÍÀÍ 
Óêðà¿íè ï³ä éîãî íàóêîâèì êåð³âíèöòâîì ñòâîðåíî åëåêòðîííî-
îá÷èñëþâàëüíó ìàøèíó «Êè¿â» ³ ïåðøó â Óêðà¿í³ òà êîëèøíüîìó 
ÑÐÑÐ íàï³âïðîâ³äíèêîâó åëåêòðîííî-îá÷èñëþâàëüíó ìàøèíó øè-
ðîêîãî ïðèçíà÷åííÿ «Äí³ïðî», à òàêîæ ïîïåðåäíèêè ïåðñîíàëüíèõ 
êîìï’þòåð³â – åëåêòðîííî-îá÷èñëþâàëüí³ ìàøèíè äëÿ ³íæåíåð-
íèõ ðîçðàõóíê³â «Ïðîì³íü», «Ìèð-1» òà «Ìèð-2» (1963–1969). 
Íà ïî÷àòêó ñòàíîâëåííÿ îá÷èñëþâàëüíî¿ òåõí³êè Â.Ì. Ãëóøêîâ 
ðîçïî÷àâ äîñë³äæåííÿ ç ìîäåëþâàííÿ ³íòåëåêòóàëüíî¿ ä³ÿëüíîñò³. 
Áàãàòî óâàãè ïðèä³ëÿâ ðîçðîáëåííþ ³äå¿ ïðî ðîçáóäîâó «ìîçêîïî-
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ä³áíèõ» ñòðóêòóð åëåêòðîííî-îá÷èñëþâàëüíèõ ìàøèí. Ì³æíàðîä-
íå êîìï’þòåðíå òîâàðèñòâî (IEEE Computer Society) íàãîðîäèëî 
àêàäåì³êà Â.Ì. Ãëóøêîâà ìåäàëëþ «Ï³îíåð êîìï’þòåðíî¿ òåõí³êè». 

Îòæå, çàñòîñóâàííÿ ìàòåìàòè÷íèõ ï³äõîä³â ³ êîìï’þòåðíèõ 
òåõíîëîã³é âêðàé êîðèñíå äëÿ äîñë³äæåííÿ á³îëîã³÷íèõ ïðîöåñ³â 
íà âñ³õ ð³âíÿõ îðãàí³çàö³¿ æèâîãî. Ñèñòåìà á³îëîã³ÿ–ìàòåìàòèêà 
ìàº ñâîºð³äíèé çâîðîòíèé çâ’ÿçîê: ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî äî-
ïèòëèâîìó ìàòåìàòèêó á³îëîã³÷í³ ÿâèùà äóæå ö³êàâ³ òà º ïåð-
ñïåêòèâíèìè äëÿ ôîðìóëþâàííÿ ïðèíöèïîâî íîâèõ ìàòåìàòè÷-
íèõ çàäà÷, ðîçáóäîâè íîâîãî ìàòåìàòè÷íîãî àïàðàòó. 

Âèçíà÷èìî ïîíÿòòÿ «ìîäåëü», çîêðåìà ìàòåìàòè÷íà, à òàêîæ 
êëàñèô³êóºìî ìîäåë³ òà ðîçêðèºìî îñíîâí³ ïðèíöèïè ¿õ ïîáóäîâè. 

Òåðì³í «ìîäåëü» ïîõîäèòü â³ä ëàò. modulus – çðàçîê. Ó íàóêî-
âîìó ñâ³ò³ ï³ä öèì ïîíÿòòÿì ðîçóì³þòü ñàìå óìîâíèé çðàçîê, 
ÿêèé äåùî ïîä³áíèé äî îá’ºêòà-îðèã³íàëó, ÿêèé âèâ÷àþòü, ³ çäà-
òåí çàì³íèòè éîãî ó ïðîöåñ³ äîñë³äæåííÿ, íàäàþ÷è ïðî íüîãî 
íåîáõ³äíó ³íôîðìàö³þ. 

Çà ôîðìîþ ïîäàííÿ ðîçð³çíÿþòü ðåàëüí³ òà àáñòðàêòí³ ìîäå-
ë³. Ðåàëüíà (ìàòåð³àëüíà) ìîäåëü â³äòâîðþº îñíîâí³ ãåîìåòðè÷í³ 
ïàðàìåòðè òà ôóíêö³îíàëüí³ âëàñòèâîñò³ äîñë³äæóâàíîãî îá’ºêòà-
îðèã³íàëó. Àáñòðàêòíà (³äåàëüíà) ìîäåëü ñòâîðåíà ïîáóäîâîþ óÿâ-
íèõ àíàëîã³é. Àáñòðàêòí³ ìîäåë³ ïîä³ëÿþòü íà ³íòó¿òèâí³ òà çíà-
êîâ³. ²íòó¿òèâíà ìîäåëü âèíèêàº íà ïî÷àòêîâîìó, îïèñîâîìó åòàï³ 
ðîçâèòêó äîñë³äæåííÿ. Çíàêîâà ìîäåëü º ôîðìàë³çîâàíèì îïèñàí-
íÿì îá’ºêòà-îðèã³íàëó ç âèêîðèñòàííÿì êðåñëåíü, ôîðìóë òîùî. 

Àáñòðàêòí³ òà ðåàëüí³ âèäè ìîäåëþâàííÿ ìîæóòü áóòè àáî 
äåòåðì³íîâàíèìè – â³äîáðàæàþòü äåòåðì³íîâàí³ ïðîöåñè ç îäíî-
çíà÷íî âèçíà÷åíèìè ïðè÷èíàìè òà ¿õ íàñë³äêàìè, àáî ñòîõàñòè÷-
íèìè – â³äîáðàæàþòü éìîâ³ðí³ñí³ ïîä³¿. 

Ó ñó÷àñí³é íàóö³ é òåõí³ö³, â òîìó ÷èñë³ ó á³îëîã³¿, âåëèêó 
ðîëü â³ä³ãðàþòü ìàòåìàòè÷í³ ìîäåë³. Ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàí-
íÿ – öå ïîáóäîâà òà âèâ÷åííÿ çíàêîâî¿ ìîäåë³, çäàòíî¿ çàì³íèòè 
ñîáîþ äîñë³äæóâàíèé îá’ºêò-îðèã³íàë, çà äîïîìîãîþ ÿê ìåòîä³â 
ìàòåìàòè÷íîãî àíàë³çó (àíàë³òè÷íî – ó âèãëÿä³ çàäàíèõ ôóíê-
ö³îíàëüíèõ ñï³ââ³äíîøåíü, äèôåðåíö³àëüíèõ òà ³íòåãðàëüíèõ ð³â-
íÿíü), òàê ³ îá÷èñëþâàëüíî-ëîã³÷íèõ àëãîðèòì³â, ùî ðåàë³çóþòü-
ñÿ íà êîìï’þòåðàõ. Âîíî ´ðóíòóºòüñÿ íà ìàòåìàòè÷í³é ïîä³áíîñò³ 
ïîð³âíþâàíèõ ïàðàìåòð³â ïðîöåñ³â ð³çíî¿ ô³çè÷íî¿ ïðèðîäè. 

Ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ ÿê ïîòóæíèé òà åôåêòèâíèé ìåòîä 
ï³çíàííÿ, êîíñòðóþâàííÿ, ïðîãíîçóâàííÿ ïîºäíóº â ñîá³ ïåðåâàãè 
³ òåîð³¿, ³ åêñïåðèìåíòó. Ðîáîòà íå ç ñàìèì îá’ºêòîì-îðèã³íàëîì 
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(ÿâèùåì, ïðîöåñîì), à ç éîãî ìîäåëëþ, äàº ìîæëèâ³ñòü â³äíîñíî 
øâèäêî âèâ÷èòè îñíîâí³ âëàñòèâîñò³ é ïîâåä³íêó îá’ºêòà çà 
áóäü-ÿêèõ ìîæëèâèõ ñèòóàö³é (ïåðåâàãè òåîðåòè÷íîãî ï³äõîäó). 
Âîäíî÷àñ êîìï’þòåðí³ (³ì³òàö³éí³) åêñïåðèìåíòè ç ìîäåëÿìè 
îá’ºêò³â-îðèã³íàë³â çàáåçïå÷óþòü ¿õ äîñòàòíüî ïîâíå âèâ÷åííÿ, 
ùî ÷àñòî íåäîñòóïíå ñóòî òåîðåòè÷íèì (àíàë³òè÷íèì) ï³äõîäàì 
(ïåðåâàãè ÷èñåëüíîãî åêñïåðèìåíòó). Ó âèïàäêó á³îëîã³÷íî¿ 
íàóêè ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ ÿê òàêå, â ïðèíöèï³, íå ïî-
òðåáóº çàëó÷åííÿ äî íàóêîâîãî ïîøóêó êîøòîâíîãî àïàðàòíîãî 
òà ðåàãåíòíîãî çàáåçïå÷åííÿ, õî÷à çàçâè÷àé ðîçáóäîâà ìàòåìà-
òè÷íî¿ ìîäåë³ ´ðóíòóºòüñÿ íà ðåçóëüòàòàõ ïîïåðåäí³õ åêñïåðè-
ìåíòàëüíèõ äîñë³äæåíü òà/÷è ñïðÿæåíà áåçïîñåðåäíüî ç ¿õ ïðî-
âåäåííÿì. 

Î÷åâèäíî, ùî äàëåêî íå äëÿ êîæíîãî îá’ºêòà-îðèã³íàëó ìîæ-
íà ïîáóäóâàòè éîãî ìîäåëü. Äëÿ ¿¿ ïîáóäîâè ïîâèíí³ âèêîíóâà-
òèñÿ ïðèíàéìí³ òðè óìîâè: 

1) ìîæëèâ³ñòü â³äòâîðåííÿ äåÿêî¿ îá’ºêòèâíî ðåàëüíî¿ àáî 
ïîòåíö³àëüíî ðåàë³çîâàíî¿ ñèòóàö³¿; 

2) íàÿâí³ñòü ïåâíèõ ïðàâèë âñòàíîâëåííÿ âçàºìîîäíîçíà÷íî¿ 
â³äïîâ³äíîñò³ ì³æ ìîäåëëþ òà îðèã³íàëîì; 

3) ïðîñòîòà ³ íàî÷í³ñòü ìîäåë³ ï³ä ÷àñ â³äòâîðåííÿ ç íåîáõ³ä-
íîþ ïîâíîòîþ òà äîñòîâ³ðí³ñòþ ò³º¿ ïåâíî¿ ÷àñòèíè âëàñòèâîñòåé 
îá’ºêòà-îðèã³íàëó, ÿêà çíà÷óùà ñàìå ó öüîìó äîñë³äæåíí³. 

Ñòâîðåííÿ ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³, çîêðåìà é á³îëîã³÷íîãî ïðî-
öåñó (ÿâèùà), ìîæíà óìîâíî ïîä³ëèòè íà åòàïè. 

1. Âèá³ð îñíîâíî¿ âåëè÷èíè (àáî äåê³ëüêîõ), ÿêà õàðàêòåðèçóº 
ïðîöåñ. Íàïðèêëàä, ó ìîäåë³ Õîäæê³íà–Õàêñë³ (îïèñóº ãåíåðó-
âàííÿ òà ïîøèðåííÿ ïîòåíö³àë³â ä³¿ ó íåéðîíàõ òà ³íøèõ åëåêò-
ðè÷íî-çáóäæóâàíèõ êë³òèíàõ) – öå ïîòåíö³àë êë³òèííî¿ ìåìáðà-
íè. Ó âèïàäêó ê³íåòèêè ôåðìåíòàòèâíèõ ïðîöåñ³â – ìèòòºâà àáî 
ïî÷àòêîâà øâèäê³ñòü ôåðìåíòàòèâíî¿ ðåàêö³¿. 

2. Ââåäåííÿ çà ïåâíèõ ïðèïóùåíü âèçíà÷àëüíîãî ð³âíÿííÿ 
(àáî äåê³ëüêîõ âçàºìîïîâ’ÿçàíèõ ð³âíÿíü) äëÿ îñíîâíî¿ âåëè÷è-
íè, ÿêà õàðàêòåðèçóº ïðîöåñ. Ïðè öüîìó â³äêèäàþòüñÿ óñ³ ÷èí-
íèêè òà åôåêòè, ÿê³ ââàæàþòüñÿ íåñóòòºâèìè äëÿ ïîâåä³íêè îñ-
íîâíî¿ âåëè÷èíè. Íàïðèêëàä, ó ìîäåë³ Õîäæê³íà–Õàêñë³ ïðèïóñ-
êàºòüñÿ, ùî øâèäê³ñòü çì³íè ïîòåíö³àëó êë³òèííî¿ ìåìáðàíè ç 
÷àñîì ïðÿìî ïðîïîðö³éíà çàãàëüí³é âåëè÷èí³ åëåêòðè÷íîãî ñòðó-
ìó, ÿêèé ãåíåðóþòü îêðåì³ òèïè ³îí³â. Ó âèïàäêó ôåðìåíòàòèâíî¿ 
ðåàêö³¿ â³äïîâ³äíî äî ð³âíÿííÿ Ì³õàåë³ñà–Ìåíòåí ïðèïóñêàºòü-
ñÿ, ùî ¿¿ ïî÷àòêîâà øâèäê³ñòü ïðÿìî ïðîïîðö³éíà êîíöåíòðàö³¿ 
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ôåðìåíòó òà íåë³í³éíî ï³äâèùóºòüñÿ ç³ çá³ëüøåííÿì êîíöåíòðà-
ö³¿ ñóáñòðàòó ç òåíäåíö³ºþ äî íàñè÷åííÿ çà ö³ºþ êîíöåíòðàö³ºþ. 

3. ×àñòî îòðèìàíå äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ ìàº áåçë³÷ ðîç-
â’ÿçê³â, òîìó éîãî íåäîñòàòíüî äëÿ îïèñàííÿ êîíêðåòíîãî ïðî-
öåñó. Òîä³ íà öüîìó åòàï³ ïîáóäîâè ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³ âèâî-
äÿòüñÿ òàê çâàí³ óìîâè îäíîçíà÷íîñò³ (íàïðèêëàä, ïî÷àòêîâ³ òà 
ãðàíè÷í³ óìîâè), ÿê³ ç áåçë³÷³ ðîçâ’ÿçê³â âèçíà÷àëüíîãî ð³âíÿííÿ 
äàþòü ìîæëèâ³ñòü âèä³ëèòè ºäèíèé, ùî õàðàêòåðèçóº ìîäåëüîâà-
íèé ïðîöåñ. 

4. Âñòàíîâëåííÿ óñ³ìà ìîæëèâèìè ñïîñîáàìè (ïîð³âíÿííÿì ç 
³íøèìè òåîðåòè÷íèìè ï³äõîäàìè, ïåðåäóñ³ì åêñïåðèìåíòîì) 
àäåêâàòíîñò³ ìîäåë³ – â³äïîâ³äíîñò³ ìîäåë³ îá’ºêòó-îðèã³íàëó ³ 
ñôîðìóëüîâàíèì ðàí³øå ïðèïóùåííÿì. Íåàäåêâàòíà ìîäåëü ìî-
æå ïðèâåñòè äî ðåçóëüòàòó, ÿêèé â³äð³çíÿºòüñÿ â³ä ³ñòèííîãî. Ó 
òàêîìó ðàç³ öþ ìîäåëü ñë³ä â³äêèíóòè àáî â³äïîâ³äíèì ÷èíîì 
ìîäèô³êóâàòè. 

Çðîçóì³ëî, ùî ï³ä ÷àñ ïîáóäîâè ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³ îá’ºêòà-
îðèã³íàëó íåìîæëèâî çàçäàëåã³äü âêàçàòè ò³ ôóíäàìåíòàëüí³ çà-
êîíè, ÿê³ â³í çàäîâîëüíÿº. Îäíèì ³ç âàæëèâèõ ï³äõîä³â ó öüîìó 
âèïàäêó º âèêîðèñòàííÿ àíàëîã³é ³ç âæå âèâ÷åíèìè ÿâèùàìè 
(ïðîöåñàìè). Çäàâàëîñÿ á, ùî ñï³ëüíîãî ì³æ ðîçïàäîì ðàä³îàêòèâ-
íèõ ÿäåð ³ äèíàì³êîþ ïîïóëÿö³é, çîêðåìà ç³ çì³íîþ ÷èñåëüíîñò³ 
íàñåëåííÿ íàøî¿ ïëàíåòè? Îäíàê àíàëîã³ÿ ³ñíóº, ïðî ùî ñâ³ä÷èòü 
îäíà ç íàéïðîñò³øèõ ìîäåëåé ïîïóëÿö³é – ìîäåëü Ìàëüòóñà. ¯¿ 
îñíîâîþ º ïðîñòå ïðèïóùåííÿ: øâèäê³ñòü çì³íè íàñåëåííÿ ç ÷à-
ñîì (t) ïðÿìî ïðîïîðö³éíà ¿¿ ïîòî÷í³é ê³ëüêîñò³ N(t), ïîìíîæåí³é 

íà ð³çíèöþ êîåô³ö³ºíò³â íàðîäæóâàíîñò³ (t) òà ñìåðòíîñò³ (t). Ó 
ðåçóëüòàò³ îòðèìóºìî äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó: 

( )
[ ( ) ( )] ( )

dN t
t t N t

dt
    ,                       (1) 

ÿêå ïîä³áíå äî ð³âíÿííÿ ðàä³îàêòèâíîãî ðîçïàäó ³ çá³ãàºòüñÿ ç 

íèì çà óìîâè  < . Öå íå äèâíî, îñê³ëüêè ï³ä ÷àñ âèâåäåííÿ 
öèõ ð³âíÿíü âèêîðèñòîâóâàëè îäíàêîâ³ ì³ðêóâàííÿ, ùî ´ðóíòó-
þòüñÿ íà òàê çâàíîìó çàêîí³ ä³þ÷èõ ìàñ ó éîãî òðèâ³àëüí³é ³í-

òåðïðåòàö³¿. ²íòåãðóþ÷è öå ð³âíÿííÿ, äå  ³  – ñòàë³ âåëè÷èíè, 
ùî íå çàëåæàòü â³ä ÷àñó t, îòðèìóºìî 

( )
0( ) tN t N e    ,                             (2)  

äå N0 = N(t = 0) – ÷èñåëüí³ñòü ïîïóëÿö³¿ ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò 
÷àñó, ïðèéíÿòèé çà íóëü (ïî÷àòêîâà óìîâà). 
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Ðèñ. 1. Ãðàô³÷íà ³íòåðïðåòàö³ÿ àíà-
ë³çó çì³íè ÷èñåëüíîñò³ íàñåëåííÿ ç 
÷àñîì çà çàêîíîì Ìàëüòóñà (2) 

 
 
Ïðîàíàë³çóºìî îòðèìàíó ôîð-

ìóëó (2). Ïðè  =  ÷èñåëüí³ñòü 
íàñåëåííÿ çàëèøàºòüñÿ íåçì³í-
íîþ: N(t) = N0. Ð³âíîâàãà ì³æ 
íàðîäæóâàí³ñòþ ³ ñìåðòí³ñòþ 
íåñò³éêà ó òîìó ðîçóì³íí³, ùî 
íàâ³òü íåâåëèêå ïîðóøåííÿ ð³â-

íîñò³  =  ïðèçâîäèòü ç ÷àñîì 
äî äåäàë³ á³ëüøîãî â³äõèëåííÿ 

ôóíêö³¿ N(t) â³ä ð³âíîâàæíîãî çíà÷åííÿ N0. Çà óìîâè  <  ÷èñå-

ëüí³ñòü íàñåëåííÿ çìåíøóºòüñÿ ³ ïðÿìóº äî íóëÿ ïðè t   çà 
åêñïîíåíö³àëüíèì çàêîíîì (àíàëîã³÷íî â³äáóâàºòüñÿ ðîçïàä ðà-

ä³îàêòèâíèõ ÿäåð ç³ øâèäê³ñòþ (ñòàëà ðîçïàäó)       0 ), à 

ïðè  > , íàâïàêè, çðîñòàº çà åêñïîíåíö³àëüíèì çàêîíîì, ïðÿ-

ìóþ÷è äî íåñê³í÷åííîñò³ ïðè t   (àíàëîã³÷íî â³äáóâàºòüñÿ çá³ëü-

øåííÿ ïîïóëÿö³¿ áàêòåð³àëüíèõ êë³òèí ç³ øâèäê³ñòþ  —  > 0 çà 
íåîáìåæåíîñò³ ïîæèâíèõ ðåñóðñ³â) (ðèñ. 1). Îòðèìàíèé ðåçóëüòàò 
ï³äòâåðäæóº ïîáîþâàííÿ Ò.Ð. Ìàëüòóñà ùîäî ïåðåíàñåëåííÿ çåì-
íî¿ êóë³ ç óñ³ìà íàñë³äêàìè, ÿê³ ç öüîãî âèïëèâàþòü. 

×àñòî âèïðàâäàíèì º ï³äõ³ä äî ïîáóäîâè ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäå-
ë³, ÿêèé ðåàë³çóº ïðèíöèï «â³ä ïðîñòîãî äî ñêëàäíîãî». Ïðè 
öüîìó âèíèêàº ëàíöþã (³ºðàðõ³ÿ) ïîâí³øèõ ìîäåëåé, êîæíà ç 
ÿêèõ óçàãàëüíþº ïîïåðåäí³, ðîçãëÿäàþ÷è ¿õ ÿê ÷àñòèíí³ âèïàäêè. 
Òàê, á³ëüø³ñòü ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé, ÿê³ â³äïîâ³äàþòü ðåàëüíèì 
ïðèðîäíèì ïðîöåñàì (ÿâèùàì), º íåë³í³éíèìè. Ïðîñò³ ë³í³éí³ 
ìîäåë³ â³äïîâ³äàþòü ÷àñòèííèì âèïàäêàì ³, ÿê ïðàâèëî, º ïåð-
øèìè íàáëèæåííÿìè äî ðåàëüíîñò³. ßê ïîáà÷èìî äàë³, ïîïóëÿ-
ö³éí³ ìîäåë³ â³äðàçó ñòàþòü íåë³í³éíèìè, ÿêùî âðàõîâóâàòè îá-
ìåæåí³ñòü äîñòóïíèõ äëÿ ïîïóëÿö³¿ ðåñóðñ³â. 

Ñêëàäàºòüñÿ âðàæåííÿ, ùî íàêîïè÷åííÿ çíàíü ó ãàëóç³ ñó-
÷àñíî¿ á³îëîã³¿ â³äáóâàºòüñÿ ³ç ïðèñêîðåííÿì. Ùå ïðîôåñîð 
Ë. Ñöèëàðä, âèäàòíèé ô³çèê, ÿêèé ö³êàâèâñÿ ïðîáëåìàìè á³îëî-
ã³÷íî¿ íàóêè, äåùî ñïðîùåíî õàðàêòåðèçóâàâ äðóãó ïîëîâèíó 
ÕÕ ñò. ÿê ÷àñ, êîëè äëÿ â³äêðèòòÿ ÷îãîñü íîâîãî ó ô³çèö³ íåîá-
õ³äíèé ð³ê, à â á³îëîã³¿ – âñüîãî îäèí äåíü. 
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РОЗД І Л  1  

МОДЕЛІ БІОЛОГІЧНИХ ПРОЦЕСІВ, 
ЩО ОПИСУЮТЬСЯ ТОЧКОВИМИ СИСТЕМАМИ 
 
 
 

§ 1. Загальні принципи 
опису динаміки біологічних процесів 

Ç ê³íåòè÷íî¿ ïîçèö³¿ áóäü-ÿêó á³îëîã³÷íó ñèñòåìó ìîæíà îõà-
ðàêòåðèçóâàòè ñóêóïí³ñòþ ïåâíèõ ïàðàìåòð³â, çíà÷åííÿ ÿêèõ íå-
çì³íí³ ïðîòÿãîì ñïîñòåðåæåííÿ çà ñèñòåìîþ (ñòàë³ âåëè÷èíè), ³ 
òèõ, ùî çì³íþþòüñÿ ç ÷àñîì (çì³íí³ âåëè÷èíè). Ñòàëèìè ìîæóòü 
áóòè, ïðèì³ðîì, òàê³ ô³çè÷í³ âåëè÷èíè: òåìïåðàòóðà, âîëîã³ñòü, 
çíà÷åííÿ pH òà ³îííî¿ ñèëè ñåðåäîâèùà, éîãî â’ÿçê³ñòü òà ³í. 
Çì³ííèìè âåëè÷èíàìè ìîæóòü áóòè, çàëåæíî â³ä äîñë³äæóâàíèõ 
á³îñèñòåì, íàïðèêëàä, â åêîëîã³¿ – ÷èñåëüí³ñòü âèäó, ó á³îô³çè-
ö³ – ìåìáðàííèé ïîòåíö³àë òà ïðîâ³äí³ñòü ìåìáðàíè, ó ì³êðî-
á³îëîã³¿ – ÷èñëî ì³êðîîðãàí³çì³â, ó á³îõ³ì³¿ – êîíöåíòðàö³ÿ ìå-
òàáîë³ò³â òîùî. 

Ïðèïóñòèìî, ùî ó á³îñèñòåì³ º äâ³ ð³çí³ êîìïîíåíòè (õ³ì³÷í³ 
ñïîëóêè), ÿê³ ç ÷àñîì çàçíàþòü ìåòàáîë³÷íèõ ïåðåòâîðåíü. Öå 
îçíà÷àº, ùî çíà÷åííÿ êîíöåíòðàö³¿ õi êîæíî¿ i-¿ ñïîëóêè (i = 1, 2) 
çì³íþºòüñÿ ç ÷àñîì âíàñë³äîê ¿¿ âçàºìîä³¿ ç ³íøîþ êîìïîíåíòîþ. 
Òàêîãî ïðèïóùåííÿ äîñòàòíüî äëÿ ïîáóäîâè çàãàëüíî¿ ìàòåìàòè÷-
íî¿ ìîäåë³, ÿêà º ñèñòåìîþ äâîõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ïåð-
øîãî ïîðÿäêó: 

1
1 1 2

2
2 1 2

( , ),

( , ),

dx
f x x

dt

dx
f x x

dt

 

 


                        (1.1) 

äå dõi/dt – øâèäêîñò³ çì³íè íåâ³äîìèõ êîíöåíòðàö³é (çì³ííèõ); 

fi 1 2( , )x x  – äåÿê³ ôóíêö³¿ øóêàíèõ çì³ííèõ, ùî òàêîæ ìîæóòü çà-

ëåæàòè ÿê â³ä âíóòð³øí³õ (íàïðèêëàä pH), òàê ³ çîâí³øí³õ (íà-
ïðèêëàä òåìïåðàòóðà) ïàðàìåòð³â á³îñèñòåìè (i = 1, 2). 

Äëÿ òîãî ùîá îäíîçíà÷íî ðîçâ’ÿçàòè ñèñòåìó ð³âíÿíü (1.1) 
àíàë³òè÷íî àáî ÷èñåëüíî (ç âèêîðèñòàííÿì êîìï’þòåðíèõ ïðî-
ãðàì), ïîòð³áíî çàäàòè ïî÷àòêîâ³ óìîâè (ïîñòàâèòè çàäà÷ó Êîø³) 
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   1 10 2 20( 0) ; ( 0)x t x x t x ,               (1.2) 

äå 10x , 20x  – çíà÷åííÿ ïî÷àòêîâèõ êîíöåíòðàö³é øóêàíèõ çì³í-

íèõ õ1 òà õ2 â³äïîâ³äíî íà ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó, ïðèéíÿòèé çà 
íóëü. 

ßê ê³íöåâèé ðåçóëüòàò áóäóºìî ê³íåòè÷í³ êðèâ³, à ñàìå çàëåæ-
íîñò³ õ1(t) òà õ2(t) (â³çóàë³çàö³ÿ ðîçâ’ÿçê³â ñèñòåìè (1.1)). 

Îòðèìàºìî ð³âíÿííÿ, ÿêå ì³ñòèòü çì³íí³ õ1 òà õ2 ³ íå ì³ñòèòü 
÷àñ t ó ÿâíîìó âèãëÿä³. Äëÿ öüîãî ïîä³ëèìî äðóãå ð³âíÿííÿ ñèñ-
òåìè (1.1) íà ïåðøå: 

2 2 1 2

1 1 1 2

( , )
.

( , )

dx f x x

dx f x x


                          (1.3) 

Ç ð³âíÿííÿ (1.3) âèïëèâàº, ùî çì³íà ñòàíó äîñë³äæóâàíî¿ ñèñ-
òåìè îïèñóºòüñÿ äåÿêîþ êðèâîþ ó äâîâèì³ðíîìó ïðîñòîð³ çíà-
÷åíü çì³ííèõ õ1 òà õ2, ÿêèé íàçèâàºòüñÿ ôàçîâèì, à âëàñíå êðè-
âà – çàëåæí³ñòü õ2(õ1) (àáî íàâïàêè) – ôàçîâîþ òðàºêòîð³ºþ. 

Çàóâàæåííÿ. Øóêàí³ ô³çè÷í³ âåëè÷èíè çäåá³ëüøîãî ìàþòü 
äîäàòíèé çíàê çà çì³ñòîì, òîìó ¿õ ê³íåòè÷í³ êðèâ³ òà ôàçîâà òðà-
ºêòîð³ÿ çàâæäè ëåæàòèìóòü ó ïåðøîìó êâàäðàíò³ êîîðäèíàòíî¿ 
ïëîùèíè. 

Äèíàì³÷í³ á³îñèñòåìè, ÿê³ îïèñóþòü çâè÷àéíèìè äèôåðåíö³-
àëüíèìè ð³âíÿííÿìè òèïó (1.1), íàçèâàþòüñÿ òî÷êîâèìè ñèñòå-
ìàìè. Öå îçíà÷àº, ùî ó áóäü-ÿê³é òî÷ö³ ïðîñòîðó òàêî¿ ñèñòåìè 
çíà÷åííÿ øóêàíî¿ âåëè÷èíè (íàïðèêëàä êîíöåíòðàö³¿ ðå÷îâèíè) 
çáåð³ãàºòüñÿ ç ÷àñîì. 

Çíàéòè çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ìîäåë³ (1.1) â àíàë³òè÷íîìó âè-
ãëÿä³ âäàºòüñÿ ëèøå òîä³, êîëè âîíà ì³ñòèòü ë³í³éí³ äèôåðåíö³-
àëüí³ ð³âíÿííÿ. Á³îëîã³÷í³ ñèñòåìè äàëåê³ â³ä òåðìîäèíàì³÷íî¿ 
ð³âíîâàãè, òîìó ïðîöåñè, ùî â³äáóâàþòüñÿ â íèõ, îïèñóþòüñÿ íå-
ë³í³éíèìè ð³âíÿííÿìè. ¯õ àíàë³çóþòü ÷èñåëüíî ç âèêîðèñòàííÿì 
ïàêåò³â êîìï’þòåðíèõ ïðîãðàì. Ïðîòå ³ñíóþòü ìåòîäè ÿê³ñíîãî 
àíàë³çó äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü, ÿê³ äàþòü ìîæëèâ³ñòü âèÿâèòè 
âàæëèâ³ çàãàëüí³ âëàñòèâîñò³ (çàêîíîì³ðíîñò³) ìîäåë³ (1.1), íå 
ìàþ÷è ó ÿâíîìó âèãëÿä³ íåâ³äîìèõ ôóíêö³é xi(t). Ö³ ìåòîäè ´ðóí-
òóþòüñÿ íà òàêèõ åêñïåðèìåíòàëüíèõ ôàêòàõ. 

Ïî-ïåðøå, ð³çí³ ôóíêö³îíàëüí³ ïðîöåñè ó á³îñèñòåìàõ ³ñòîòíî 
â³äð³çíÿþòüñÿ îäèí â³ä îäíîãî çà ÷àñîì ¿õ ïåðåá³ãó àáî çà õàðàê-
òåðíèìè øâèäêîñòÿìè. Òàê, ó á³îñèñòåì³ îäíî÷àñíî â³äáóâàþòüñÿ 
øâèäê³ ïðîöåñè ôåðìåíòàòèâíîãî êàòàë³çó (õàðàêòåðíèé ÷àñ îáî-

ðîòó ôåðìåíòó ñòàíîâèòü t = 10—1  10—5 ñ), ô³ç³îëîã³÷í³ ïðîöåñè 
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(õàðàêòåðíèé ÷àñ – õâèëèíè) òà ïðîöåñè ðåïðîäóêö³¿ (â³ä äåê³ëü-
êîõ õâèëèí ³ á³ëüøå). ßêùî îêðåì³ (ïðîì³æí³) ñòàä³¿ çàãàëüíîãî 
ïðîöåñó â á³îñèñòåì³ ìàþòü ð³çíèé ÷àñ ïåðåá³ãó, òî âèçíà÷àëü-
íîþ ëàíêîþ óñüîãî ïðîöåñó º íàéïîâ³ëüí³øà («ë³ì³òóâàëüíà») 
ñòàä³ÿ. Îòæå, íàÿâí³ñòü òàêî¿ ÷àñîâî¿ ³ºðàðõ³¿ ïðîöåñ³â ó á³îñè-
ñòåì³ çíà÷íî ñïðîùóº âèõ³äíó ìîäåëü, çâ³âøè ¿¿ äî ê³íåòè÷íîãî 
îïèñó ïîâåä³íêè íàéïîâ³ëüí³øî¿ ñòàä³¿. 

Ïî-äðóãå, îäí³ºþ ç âàæëèâèõ âëàñòèâîñòåé â³äêðèòèõ ñèñòåì, 
äëÿ ÿêèõ, íà â³äì³íó â³ä ³çîëüîâàíèõ, õàðàêòåðíèé îáì³í åíåð-
ã³ºþ, ðå÷îâèíîþ òà ³íôîðìàö³ºþ ³ç çîâí³øí³ì ñåðåäîâèùåì, º 
íàÿâí³ñòü ó íèõ ñòàö³îíàðíèõ ñòàí³â. Çà îçíà÷åííÿì, ó ñòàö³îíàð-
íîìó ñòàí³ âåëè÷èíà xi íå çì³íþºòüñÿ ç ÷àñîì, òîáòî 

0 ( 1, 2)idx
  i

dt
  .                            (1.4) 

Ó ðåçóëüòàò³ îòðèìóºìî ñèñòåìó àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü äëÿ âè-

çíà÷åííÿ ñòàö³îíàðíîãî ñòàíó ôàçîâîãî ïðîñòîðó 1 2( , ):x x  

1 1 2

2 1 2

( , ) 0,

( , ) 0.

f x x

f x x


 

                              (1.5) 

Ñòàö³îíàðí³ ñòàíè (ñòàíè ð³âíîâàãè) äîñë³äæóâàíî¿ ñèñòåìè 
ìîæóòü áóòè ñò³éêèìè òà íåñò³éêèìè. Ó ïðèðîä³ ðåàë³çóþòüñÿ 
ñòàö³îíàðí³ ñòàíè, ÿê³ îáîâ’ÿçêîâî º ñò³éêèìè. Òîìó ñò³éê³ñòü 
ñòàö³îíàðíîãî ñòàíó ñèñòåìè ð³âíÿíü, ÿê³ º ìàòåìàòè÷íîþ ìî-
äåëëþ ðåàëüíî¿ á³îñèñòåìè, – îäèí ³ç îñíîâíèõ êðèòåð³¿â ¿¿ àäå-
êâàòíîñò³ îá’ºêòó, ùî ìîäåëþºòüñÿ. Îñíîâíèì æå êðèòåð³ºì º 
óçãîäæåí³ñòü îòðèìàíèõ ðåçóëüòàò³â ³ç åêñïåðèìåíòîì. 

§ 2. Методи дослідження стійкості стаціонарного 
стану системи, що описується одним  

диференціальним рівнянням першого порядку 

Ðîçãëÿíåìî íàéïðîñò³øó ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü á³îñèñòåìè, 
ÿê³é â³äïîâ³äàº îäíå äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó: 

 ( )
dx

f x
dt

.                                  (1.6) 

Ñòàí ñèñòåìè, ÿêà îïèñóºòüñÿ ð³âíÿííÿì (1.6), ó êîæåí ìî-
ìåíò ÷àñó õàðàêòåðèçóºòüñÿ çíà÷åííÿì ºäèíî¿ çì³ííî¿ x ó ìîìåíò 
÷àñó t. 
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Çíàéäåìî òà äîñë³äèìî ñòàö³îíàðíèé ñòàí (ñòàí ð³âíîâàãè) 
ñèñòåìè x . Çà îçíà÷åííÿì, ó ö³é òî÷ö³ ñïðàâåäëèâà ð³âí³ñòü 

0
x x

dx

dt 

 , â³äïîâ³äíî f ( )x  = 0. 

Ñò³éêèé ñòàí ð³âíîâàãè ñèñòåìè ìîæíà îõàðàêòåðèçóâàòè òàê: 
ÿêùî çà äîâîë³ ìàëîãî ïî÷àòêîâîãî â³äõèëåííÿ â³ä ïîëîæåííÿ 
ð³âíîâàãè ñèñòåìà í³êîëè íå â³ääàëÿºòüñÿ äàëåêî â³ä íüîãî, òîä³ 
ñòàí ð³âíîâàãè ñò³éêèé ³ â³äïîâ³äàº ñò³éêîìó ñòàö³îíàðíîìó ðå-
æèìó ôóíêö³îíóâàííÿ ñèñòåìè. ßêùî æ ñèñòåìà ï³ñëÿ âèâåäåííÿ 
ç³ ñòàíó ð³âíîâàãè â³ääàëÿòèìåòüñÿ â³ä íüîãî, â³äïîâ³äíî äî ð³â-
íÿííÿ (1.6), òî öåé ñòàö³îíàðíèé ñòàí íàçèâàºòüñÿ íåñò³éêèì. 

Ðîçãëÿíåìî ãðàô³÷íèé òà àíàë³òè÷íèé ìåòîäè âèçíà÷åííÿ 
ñò³éêîñò³ ñòàö³îíàðíîãî ñòàíó ñèñòåìè. 

Ãðàô³÷íèé ìåòîä. Ó âèïàäêó ð³âíÿííÿ (1.6) íåñêëàäíî, äîñë³-
äæóþ÷è ïîâåä³íêó ôóíêö³¿ f(x) ïîáëèçó ñòàíó ð³âíîâàãè x x , 
îäíîçíà÷íî âèð³øèòè ïèòàííÿ ùîäî ñò³éêîñò³ ñòàö³îíàðíîãî 
ñòàíó. Òóò ìîæëèâ³ òðè âàð³àíòè (ðèñ. 1.1). 

1. Ïîáëèçó ñòàíó ð³âíîâàãè x x  ôóíêö³ÿ f(x) çì³íþº çíàê ç 
«+» (çðîñòàº) íà «—» (ñïàäàº) ç³ çá³ëüøåííÿì õ. Òàêà çì³íà çíàêà 
f(õ) îçíà÷àº, ùî ïðè x x  øâèäê³ñòü çì³íè dx/dt çíèæóºòüñÿ, 
àëå f(x) > 0 (ïðîòèð³÷÷ÿ) ³ òîìó õ ìàº çðîñòàòè ó íàïðÿìêó äî x . 
Ïðè x x  øâèäê³ñòü çì³íè dx/dt çðîñòàº, àëå f(x) < 0 (ïðîòèð³÷÷ÿ), 
òîáòî õ ìàº çìåíøóâàòèñü ó íàïðÿìêó äî x . Çâ³äñè âèïëèâàº, ùî 
òî÷êà, ÿêà çíàõîäèòüñÿ äîâîë³ áëèçüêî äî ñòàíó ð³âíîâàãè x x , 
áóäå àñèìïòîòè÷íî íàáëèæàòèñÿ äî íüîãî ç³ çá³ëüøåííÿì ÷àñó t. 
Î÷åâèäíî, ó öüîìó âèïàäêó ñòàö³îíàðíèé ñòàí ñèñòåìè º ñò³éêèì 
(äèâ. ðèñ. 1.1, à). 

2. Ôóíêö³ÿ f(x) çì³íþº çíàê ïîáëèçó ñòàíó ð³âíîâàãè x x  ç 
«—» íà «+» ç³ çá³ëüøåííÿì õ. Òî÷êà, ÿêà çíàõîäèòüñÿ ïîáëèçó 
ñòàíó ð³âíîâàãè, â³ääàëÿòèìåòüñÿ â³ä íüîãî. Ó öüîìó âèïàäêó 
ñòàö³îíàðíèé ñòàí ñèñòåìè º íåñò³éêèì (äèâ. ðèñ. 1.1, á). 

3. Ôóíêö³ÿ f(x) íå çì³íþº çíàê ïîáëèçó ñòàíó ð³âíîâàãè x x  
ç³ çá³ëüøåííÿì õ. Òî÷êà, ÿêà çíàõîäèòüñÿ ïîáëèçó ñòàíó ð³âíîâà-
ãè ç îäíîãî áîêó, áóäå íàáëèæàòèñÿ äî íüîãî, à ç ³íøîãî – â³ä-
äàëÿòèñÿ. Ó òàêîìó ðàç³ ñòàö³îíàðíèé ñòàí ñèñòåìè º íåñò³éêèì 
(äèâ. ðèñ. 1.1, â). 

Àíàë³òè÷íèé ìåòîä (ìåòîä Ëÿïóíîâà). Íåõàé ñèñòåìà â³äõè-
ëèëàñÿ â³ä òî÷êè ð³âíîâàãè x  ³ ïåðåì³ñòèëàñÿ â ñóñ³äíþ ç íåþ 
òî÷êó x. Ïîêëàäåìî   x x , äå   – ìàëå â³äõèëåííÿ â³ä ñòàíó 

ð³âíîâàãè, òîáòî òàêå, ùî  / 1x . Íåõàé f(x) – àíàë³òè÷íà ôóíê-
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ö³ÿ (ìàº íåïåðåðâíó ïîõ³äíó ó êîæí³é òî÷ö³). Ïåðåéäåìî â³ä çì³í-

íî¿ x äî çì³ííî¿  ó ð³âíÿíí³ (1.6). Îòðèìàºìî 

      ( ) / ( )d x dt d dt f x .            (1.7) 

Ôóíêö³þ  ( )f x  ðîçêëàäåìî â ðÿä Òåéëîðà ó òî÷ö³ x , â³äêè-

íóâøè íåë³í³éí³ äîäàíêè ÿê âåëè÷èíè âèùîãî ïîðÿäêó ìàëîñò³: 

    ( ) ( ) ...d dt f x f x .                (1.8) 

Îñê³ëüêè ( ) 0f x , òîä³ ð³âíÿííÿ (1.8) ìàòèìå âèãëÿä 

  d dt ,                                 (1.9) 

äå ( ).f x   

Ð³âíÿííÿ (1.9) íàçèâàºòüñÿ ë³íåàðèçîâàíèì ð³âíÿííÿì, àáî ð³â-
íÿííÿì ïåðøîãî íàáëèæåííÿ. Éîãî ðîçâ’ÿçêîì º åêñïîíåíö³àëüíà 
ôóíêö³ÿ: 

 

Ðèñ. 1.1. Õàðàêòåð ñò³éêîñò³ ñòàö³îíàðíîãî ñòàíó ñèñòåìè çàëåæíî â³ä çíàêà 
ôóíêö³¿ f(x) (ïîÿñíåííÿ äèâ. ó òåêñò³) 
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 ( ) tt Ce ,                               (1.10) 

äå  const.C  
Ïðîàíàë³çóºìî ¿¿ (äèâ. ðèñ. 1, äå      ): 

– ÿêùî ïîêàçíèê Ëÿïóíîâà  < 0 (äèâ. ðèñ. 1, äå    ), òî 

ïðè  t  0   ³ â³äïîâ³äíî ïî÷àòêîâå â³äõèëåííÿ  â³ä ð³âíî-

âàãè ñàìîäîâ³ëüíî çãàñàº ÷åðåç âëàñòèâîñò³ ñèñòåìè; òàêèé ñòàö³î-
íàðíèé ñòàí º ñò³éêèì çà êðèòåð³ºì Ëÿïóíîâà; 

– ÿêùî ïîêàçíèê Ëÿïóíîâà  > 0 (äèâ. ðèñ. 1, äå    ), òî 

ïðè  t      ³ ñòàí ð³âíîâàãè º íåñò³éêèì; 

– ÿêùî ïîêàçíèê Ëÿïóíîâà  = 0 (äèâ. ðèñ. 1, äå    ), òî 

ð³âíÿííÿ ïåðøîãî íàáëèæåííÿ íå ìîæå äàòè ÷³òêî¿ â³äïîâ³ä³ íà 
ïèòàííÿ ùîäî ñò³éêîñò³ âèõ³äíî¿ ñèñòåìè, òîìó íåîáõ³äíî âðàõî-
âóâàòè äîäàíêè âèùîãî ïîðÿäêó ïðè ðîçêëàä³ â ðÿä Òåéëîðà 
(1.8); ðàçîì ç òèì ó öüîìó âèïàäêó ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ ãðàô³÷-
íèì ìåòîäîì. 

§ 3. Приклади математичних моделей  
біологічних процесів, що описуються 
одним диференціальним рівнянням 

першого порядку 

Ðîçãëÿíåìî êëàñè÷í³ ìîäåëüí³ çàäà÷³. 
Ïðèêëàä 1. Ïîïóëÿö³éíà ìîäåëü âíóòð³øíüîâèäîâî¿ êîíêóðåíö³¿ 

(ëîã³ñòè÷íå ð³âíÿííÿ). Ðîçãëÿíåìî ïîïóëÿö³éíó ìîäåëü äëÿ îä-
íîãî âèäó ç íåïåðåðâíèì ðîçìíîæåííÿì. Êîíêóðåíö³þ ì³æ îñî-
áèíàìè öüîãî âèäó ìîæíà âèçíà÷èòè ÿê âèêîðèñòàííÿ äåÿêîãî 
ðåñóðñó (¿æ³, âîäè, ñâ³òëà, ïðîñòîðó òà ³í.) áóäü-ÿêèì îðãàí³çìîì, 
ÿêèé òèì ñàìèì çìåíøóº äîñòóï öüîãî ðåñóðñó äëÿ ³íøèõ îðãà-
í³çì³â öüîãî âèäó (âíóòð³øíüîâèäîâà êîíêóðåíö³ÿ). 

Ïîçíà÷èìî ÷èñåëüí³ñòü ïîïóëÿö³¿ â ìîìåíò ÷àñó t ÷åðåç N(t), 

òîä³ øâèäê³ñòü çðîñòàííÿ ÷èñåëüíîñò³ îñîáèí öüîãî âèäó áóäå 
dN

dt
 

³ ð³âíÿííÿ, ÿêå îïèñóº äèíàì³êó çì³íè ÷èñåëüíîñò³ ïîïóëÿö³¿ áåç 
óðàõóâàííÿ âíóòð³øíüîâèäîâî¿ êîíêóðåíö³¿, ìîæíà çàïèñàòè òàê: 

,
dN

rN
dt

                                 (1.11) 

äå r > 0 – øâèäê³ñòü çðîñòàííÿ ÷èñåëüíîñò³ îñîáèí öüîãî âèäó. 
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Çàóâàæåííÿ. Äëÿ ïîáóäîâè ìîäåëåé çíà÷åííÿ ìîäåëüíèõ ïà-
ðàìåòð³â çàâæäè âèáèðàþòü äîäàòíèìè âåëè÷èíàìè. 

Çã³äíî ç ìîäåëëþ (1.11), ÷èñåëüí³ñòü ïîïóëÿö³¿ íåîáìåæåíî çðîñ-

òàº çà åêñïîíåíö³àëüíèì çàêîíîì:  0
rtN N e , äå ( 0)N t  = N0 – 

ïî÷àòêîâà ÷èñåëüí³ñòü ïîïóëÿö³¿ âèäó. Íàñïðàâä³, ó äåÿêèé ìî-
ìåíò ÷àñó ïî÷èíàþòü ñïðàöüîâóâàòè ìåõàí³çìè ñòðèìóâàííÿ çðî-
ñòàííÿ ïîïóëÿö³¿ (ïî÷èíàº ä³ÿòè, íàïðèêëàä, âíóòð³øíüîâèäîâà 
êîíêóðåíö³ÿ). Òîìó íåîáõ³äíî çì³íèòè ð³âíÿííÿ (1.11) òàê, ùîá 
øâèäê³ñòü çá³ëüøåííÿ ÷èñåëüíîñò³ îñîáèí r çàëåæàëà â³ä âíóò-
ð³øíüîâèäîâî¿ êîíêóðåíö³¿. 

Íà ðèñ. 1.2 ïîêàçàíî ìîæëèâó ë³í³éíó çàëåæí³ñòü øâèäêîñò³ 

çðîñòàííÿ ÷èñåëüíîñò³ ïîïóëÿö³¿ r = 
1dN

dt N
 â³ä âåëè÷èíè N. ßê-

ùî ÷èñåëüí³ñòü ïîïóëÿö³¿ áëèçüêà äî íóëÿ (  0N ), òî øâèä-

ê³ñòü çðîñòàííÿ ÷èñåëüíîñò³ ïîïóëÿö³¿ âèçíà÷àºòüñÿ âåëè÷èíîþ r, 
îñê³ëüêè êîíêóðåíö³ÿ ùå íå âïëèâàº íà ïðèð³ñò ïîïóëÿö³¿ (òî÷êà 
À(0; r) íà ðèñ. 1.2). Ç³ çá³ëüøåííÿì ÷èñåëüíîñò³ ïîïóëÿö³¿ N äî 
äåÿêîãî çíà÷åííÿ Ê (ãðàíè÷íà ãóñòîòà íàñè÷åííÿ ïîïóëÿö³¿), øâèä-
ê³ñòü ¿¿ çðîñòàííÿ çíèæóºòüñÿ äî íóëÿ (òî÷êà Â(K; 0) íà ðèñ. 1.2). 

Çàïèñàâøè ð³âíÿííÿ ïðÿìî¿, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç äâ³ òî÷êè 

À(0; r) ³ Â(Ê; 0) (
 


 

1 1

2 1 2 1

x x y y

x x y y
, äå À(x1; y1) ³ Â(x2; y2)), îòðè-

ìóºìî 




dN K N
rN

dt K
 =  2r

rN N
K

 = f(N).               (1.12) 

Íåë³í³éíå äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ (1.12) íàçèâàºòüñÿ ëîã³ñ-
òè÷íèì ð³âíÿííÿì (ð³âíÿííÿ Ôåðõþëüñòà). 

Çàóâàæåííÿ. Âåëè÷èíà 
r

m
K

 ó ëîã³ñòè÷íîìó ð³âíÿíí³ (1.12) 

íàçèâàºòüñÿ êîåô³ö³ºíòîì âíóòð³øíüîâèäîâî¿ êîíêóðåíö³¿. 
Çíàéäåìî ñòàö³îíàðí³ ñòàíè ìîäåë³ (1.12). ¯õ äâà: 

f(N) = 0 1 0N  ³ 2N K .             (1.13) 

Âèçíà÷èìî õàðàêòåð ñò³éêîñò³ öèõ ñòàö³îíàðíèõ ñòàí³â. Äëÿ 
öüîãî îá÷èñëèìî â³äïîâ³äí³ çíà÷åííÿ ïîêàçíèê³â Ëÿïóíîâà: 

  ( ) 2
r

f N r N
K
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   1 (0) 0f r  ³     2 ( ) 0f K r .           (1.14) 

Òàêèì ÷èíîì, çã³äíî ç êðèòåð³ºì Ëÿïóíîâà ñòàí ð³âíîâàãè 

1 0N  º íåñò³éêèì, à 2N K  – ñò³éêèì, â îêîë³ ÿêîãî ³ ôóíê-

ö³îíóº äîñë³äæóâàíà á³îñèñòåìà. 
Ëîã³ñòè÷íå ð³âíÿííÿ (1.12) äîïóñêàº àíàë³òè÷íèé ðîçâ’ÿçîê: 


 

0

0 0

( )
( ) rt

KN
N t

N K N e
.                   (1.15) 

Íà ðèñ. 1.3 ïîêàçàíî çàëåæí³ñòü ôóíêö³¿ (1.15) â³ä ïî÷àòêîâèõ 
çíà÷åíü ÷èñåëüíîñò³ ïîïóëÿö³¿ N0. ßêùî N0 > K àáî N0 < K, òî 
÷èñåëüí³ñòü ïîïóëÿö³¿ ç ÷àñîì ñïàäàº àáî çðîñòàº â³äïîâ³äíî, íà-
áëèæàþ÷èñü äî ãðàíè÷íîãî çíà÷åííÿ Ê (ñò³éêîãî ñòàö³îíàðíîãî 
ñòàíó ñèñòåìè). Âàæëèâî òàêîæ çàçíà÷èòè, ùî êðèâà ðîñòó ïîïó-

ëÿö³¿ ìîæå ìàòè òî÷êó ïåðåãèíó: ïåð( ) 0N t t     
 
 
 

0

0

1
ln

K N

r N
 ³ 

ïåð( )
2

K
N t  . 

Çàóâàæåííÿ. Ó ðåàëüíèõ ñèñòåìàõ çàâæäè ³ñíóº äåÿêå çàï³ç-
íåííÿ ó ðåãóëÿö³¿ ÷èñåëüíîñò³ ïîïóëÿö³¿, çóìîâëåíå ð³çíèìè ïðè-
÷èíàìè. Ïðèì³ðîì, ðîçâèòîê áóäü-ÿêî¿ îñîáèíè ³ç çàïë³äíåíîãî 
ÿéöÿ ïîòðåáóº ïåâíîãî ÷àñó. Òîìó ÿêùî ÿêà-íåáóäü çì³íà çîâí³ø-
í³õ ÷èííèê³â, íàïðèêëàä çá³ëüøåííÿ ïðèðîäíèõ ðåñóðñ³â, âèêëè-
÷å çðîñòàííÿ ïðîäóêòèâíîñò³ äîðîñëèõ îñîáèí, òî â³äïîâ³äíà çì³-

     

Ðèñ. 1.2. Çàëåæí³ñòü øâèäêîñò³ çðîñòàííÿ ÷èñåëüíîñò³ ïîïóëÿö³¿ r â³ä âåëè-
÷èíè N 

Ðèñ. 1.3. Çì³íè ÷èñåëüíîñò³ ïîïóëÿö³¿ ç ÷àñîì N(t) çà ð³çíèõ ïî÷àòêîâèõ çíà-
÷åíü N0 ó ìîäåë³ (1.15) 
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íà ÷èñåëüíîñò³ ïîïóëÿö³¿ â³äáóäåòüñÿ ëèøå ç ÷àñîì Ò, òîáòî ³ç çà-
ï³çíåííÿì. Öå îçíà÷àº, ùî ê³íåòè÷íå ð³âíÿííÿ dN/dt = f(N(t)), äå 
N(t) – ÷èñëî äîðîñëèõ îñîáèí ó ìîìåíò ÷àñó t, ñë³ä çàì³íèòè ð³â-
íÿííÿì dN/dt = f(N(t — T)). 

Ç óðàõóâàííÿì öüîãî ëîã³ñòè÷íå ð³âíÿííÿ ³ç çàï³çíåííÿì ìîæíà 

çàïèñàòè ó òàêîìó âèãëÿä³: dN/dt = r  N(t)  [1 — N(t — T)/K]. Ð³â-
íÿííÿ ïîä³áíîãî òèïó çàâæäè ìàòèìóòü ïåð³îäè÷í³ ðîçâ’ÿçêè. 

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ðîçâ’ÿçêè äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ³ç 
çàï³çíåííÿì äåìîíñòðóþòü ð³çíîìàí³òí³ñòü äèíàì³÷íèõ ðåæèì³â, 
ó òîìó ÷èñë³ êîëèâàííÿ ³ äèíàì³÷íèé õàîñ, çàëåæíî â³ä çíà÷åíü 
ìîäåëüíèõ ïàðàìåòð³â ñèñòåìè. Âàæëèâî ï³äêðåñëèòè, ùî ³íîä³ 
íàâ³òü ìàëèé ÷àñ çàï³çíåííÿ ìîæå ³ñòîòíî ïîçíà÷èòèñÿ íà ïîâå-
ä³íö³ ñèñòåìè, âïëèâàþ÷è íà ¿¿ ñò³éê³ñòü. 

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñò³éíî¿ ðîáîòè. Çàçíà÷èìî, ùî ó ëîã³ñòè÷-
íîãî ð³âíÿííÿ (1.12) áàãàòî íåäîë³ê³â. Òàê, òî÷êà ïåðåãèíó ëîã³ñòè÷-

íî¿ êðèâî¿ ïåð( )
2

K
N t   íå â³äïîâ³äàº ñïîñòåðåæåííÿì. Êð³ì òîãî, 

ãðàíè÷íà ÷èñåëüí³ñòü ïîïóëÿö³¿ Ê ââîäèòüñÿ ÿê â³äîìèé ïàðà-
ìåòð, îäíàê ïîøóê ö³º¿ âåëè÷èíè ÷àñòî º îñíîâíèì çàâäàííÿì 
äîñë³äæåííÿ. Íàðåøò³, ëîã³ñòè÷íà ìîäåëü íå âðàõîâóº òàê çâàíèé 
åôåêò Îëë³, ÿêèé ïîëÿãàº ó íåìîíîòîííîìó õàðàêòåð³ ôóíêö³¿ 
f(N) ó ð³âíÿíí³ (1.12). Çîêðåìà, ìàº ³ñíóâàòè íèæíÿ ãðàíè÷íà 
÷èñåëüí³ñòü ïîïóëÿö³¿, çà ÿêî¿ âîíà âèìèðàº (öåé åôåêò ìîæíà 
³íòåðïðåòóâàòè ÿê ³ñíóâàííÿ íàñò³ëüêè íèçüêî¿ ÷èñåëüíîñò³ ïîïó-
ëÿö³¿, çà ÿêî¿ ðåïðîäóêòèâí³ îñîáèíè íå çíàõîäÿòü îäíà îäíó â 
øëþáíèé ïåð³îä). Îäíà ³ç ôîðì óðàõóâàííÿ åôåêòó Îëë³ ó ëîã³ñ-
òè÷íîìó ð³âíÿíí³ ìàº âèãëÿä 

     
 

( ), 0 .
dN K N

rN N L L K
dt K

 

Çíàéòè ñòàö³îíàðí³ ñòàíè ö³º¿ ìîäåë³ òà äîñë³äèòè ¿õ íà ñò³é-
ê³ñòü. Ïîáóäóâàòè ê³íåòè÷íó êðèâó çàëåæíî â³ä âèáîðó ïî÷àòêî-
âèõ óìîâ ìîäåë³: N0 > L òà N0 < L. 

Ïðèêëàä 2. Ìîäåëü êóëüòèâàòîðà (òî÷êà á³ôóðêàö³¿). Ó ñòå-
ðèëüí³é ïîñóäèí³ îäíî÷àñíî â³äáóâàþòüñÿ ïðîöåñè íàäõîäæåííÿ 
áàêòåð³àëüíèõ êë³òèí ç ïîñò³éíîþ øâèäê³ñòþ ççîâí³, ¿õ ïîä³ë òà 
çàãèáåëü. 

Ïðèïóñòèìî, ùî øâèäê³ñòü çàãèáåë³ êë³òèí ïðîïîðö³éíà ¿õ 
ê³ëüêîñò³ (x), à øâèäê³ñòü çá³ëüøåííÿ ê³ëüêîñò³ êë³òèí âíàñë³äîê 
¿õ ïîä³ëó – êâàäðàòó ê³ëüêîñò³ êë³òèí (x2). Òîä³ íåë³í³éíå äèôå-
ðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ, ÿêå îïèñóº çì³íó ê³ëüêîñò³ êë³òèí x ó òàê³é 
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ñèñòåì³, ìàòèìå âèãëÿä 

dx/dt =  — x + x2 = f(x, ),                   (1.16) 

äå  – øâèäê³ñòü íàäõîäæåííÿ áàêòåð³àëüíèõ êë³òèí ççîâí³;  ³ 
 – êîåô³ö³ºíòè øâèäêîñò³ ïîä³ëó ³ çàãèáåë³ êë³òèí â³äïîâ³äíî. 

Çíàéäåìî ³ äîñë³äèìî íà ñò³éê³ñòü ñòàö³îíàðí³ ñòàíè ìîäåë³ 

(1.16) çàëåæíî â³ä çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà , ÿêèé äîñë³äíèê ìîæå 
êîíòðîëþâàòè. 

Ñòàö³îíàðí³ çíà÷åííÿ ê³ëüêîñò³ êë³òèí çíàõîäèìî çà ð³âíÿí-

íÿì f( ,x  ) = 0. ¯õ äâà: 

1x  = 

2

 + 
 




2

24
; 2x  = 


2

 — 
 




2

24
.          (1.17) 

Çà çì³ñòîì ñòàö³îíàðí³ çíà÷åííÿ ê³ëüêîñò³ êë³òèí 1x  òà 2x  º 

ä³éñíèìè ÷èñëàìè. Çâ³äñè âèïëèâàº: 

– ïðè   



2

4
 ó ñèñòåì³ âçàãàë³ íå ìîæå ðåàë³çóâàòèñÿ ñòàö³î-

íàðíèé ñòàí; 

– ïðè  = 



2

4
 ³ñíóº ºäèíèé ñòàö³îíàðíèé ñòàí: 1x  = 2x  = 


2

; 

– ïðè  < 



2

4
 ³ñíóº äâà ñòàö³îíàðíèõ ñòàíè (1.17), ùî â³äïîâ³-

äàº äâîì ã³ëêàì ñòàö³îíàðíèõ ñòàí³â 1( )x  òà 2( )x   (ðèñ. 1.4). Òà-

êèé ãðàô³ê íàçèâàºòüñÿ á³ôóðêàö³éíîþ ä³àãðàìîþ. Âîíà íàî÷íî 
³ëþñòðóº çàëåæí³ñòü ïîëîæåíü ð³âíîâàãè ñèñòåìè â³ä äîñë³äæóâà-

íîãî ïàðàìåòðà ìîäåë³ . 
Çàóâàæåííÿ. Ï³ä ÷àñ çíàõîäæåííÿ ñòàö³îíàðíèõ ñòàí³â ñèñòåìè 

÷àñòî âäàºòüñÿ âñòàíîâèòè ìå-
æ³ çì³íè òèõ ÷è ³íøèõ íåâ³äî-
ìèõ ìîäåëüíèõ ïàðàìåòð³â çàäà-
÷³ (íàêëàñòè íà íèõ ïåâí³ îá-
ìåæåííÿ). Òàê, çàäàþ÷è çíà-
÷åííÿ øâèäêîñò³ íàäõîäæåííÿ 
 

Ðèñ. 1.4. Çàëåæí³ñòü ñòàö³îíàðíèõ ñòà-

í³â 1x  òà 2x  â³ä äîñë³äæóâàíîãî ïà-

ðàìåòðà  (1.17) ó ìîäåë³ êóëüòèâà-
òîðà (á³ôóðêàö³éíà ä³àãðàìà) 
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áàêòåð³àëüíèõ êë³òèí , ìîæíà îö³íèòè â³äíîøåííÿ ì³æ íåâ³äî-

ìèìè ïàðàìåòðàìè   ³  ó ìîäåë³ êóëüòèâàòîðà 



2

 > 4. Á³ëüøå 

òîãî, âèçíà÷èâøè ç åêñïåðèìåíòó, íàïðèêëàä, çíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíòà 

øâèäêîñò³ çàãèáåë³ êë³òèí , ìîæíà îö³íèòè íèæíþ ìåæó íåâ³äîìîãî 

ïàðàìåòðà   (êîåô³ö³ºíò øâèäêîñò³ ïîä³ëó êë³òèí):   > 2  . 

Âèçíà÷èìî õàðàêòåð ñò³éêîñò³ ñòàö³îíàðíèõ ñòàí³â. Äëÿ öüîãî 

îá÷èñëèìî â³äïîâ³äí³ çíà÷åííÿ ïîêàçíèê³â Ëÿïóíîâà äëÿ ã³ëêè 1x  

1 = f ( 1,x  ) = 2 
 




2

24
 0                  (1.18) 

òà ã³ëêè 2x  

2 = f( 2,x  ) = —2 
 




2

24
 < 0.                  (1.19) 

Çã³äíî ç êðèòåð³ºì Ëÿïóíîâà óñ³ çíà÷åííÿ 1( )x   º íåñò³éêèìè, 

à 2( )x   – ñò³éêèìè. 

Îòæå, ïðè   



2

4
 ñòàö³îíàðíèõ ðîçâ’ÿçê³â íåìàº; ïðè  = 




2

4
 – 

³ñíóº ºäèíèé ñòàö³îíàðíèé ñòàí x  = 

2

 íà ìåæ³ ñò³éêîñò³; ïðè 

 < 



2

4
 ó ñèñòåì³ ðåàë³çóþòüñÿ äâà ñòàö³îíàðíèõ ñòàíè: ñò³éêèé ³ 

íåñò³éêèé. 

Çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà ìîäåë³  = 



2

4
, çà ÿêîãî â³äáóâàºòüñÿ 

çì³íà ÷èñëà ñòàö³îíàðíèõ ñòàí³â ³ õàðàêòåðó ¿õ ñò³éêîñò³, íàçèâà-
ºòüñÿ á³ôóðêàö³éíèì (òî÷êà á³ôóðêàö³¿), ³íø³ çíà÷åííÿ ïàðàìåò-

ðà ìîäåë³  – çâè÷àéíèìè. 
Îïèñàíà âèùå á³ôóðêàö³éíà ñèòóàö³ÿ – öå ñêëàäêà ó òåðì³-

íàõ òåîð³¿ «êàòàñòðîô», ó ÿê³é ï³ä «êàòàñòðîôàìè» ðîçóì³þòü 
ð³çê³ çì³íè äèíàì³÷íîãî òèïó ïîâåä³íêè ñèñòåìè. 

Çàâäàííÿ 1 äëÿ ñàìîñò³éíî¿ ðîáîòè. Âèõîäÿ÷è ç ð³âíÿíü 

(1.17), ïîáóäóâàòè á³ôóðêàö³éí³ ä³àãðàìè 1( )x   ³ 2( )x  , à òàêîæ 

1x () ³ 2x () çà ô³êñîâàíèõ çíà÷åíü ³íøèõ ìîäåëüíèõ ïàðàìåòð³â. 
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Çàâäàííÿ 2 äëÿ ñàìîñò³éíî¿ ðîáîòè. Ê³íåòèêà çì³íè êîíöåíò-
ðàö³¿ õ äåÿêîãî ìåòàáîë³òó îïèñóºòüñÿ òàêèì ð³âíÿííÿì: 

2
( , , ),

1

dx x
f x

dt x x
     

  
 

äå  ³  – ïàðàìåòðè ìîäåë³.  
Çíàéòè ñòàö³îíàðí³ ñòàíè ö³º¿ ìîäåë³ ðåàêö³¿ òà äîñë³äèòè ¿õ 

íà ñò³éê³ñòü. Ïðîàíàë³çóâàòè ³ñíóâàííÿ òî÷êè á³ôóðêàö³¿ ó òàê³é 
ìîäåë³. Ïîáóäóâàòè ê³íåòè÷í³ êðèâ³ çàëåæíî â³ä çíà÷åíü ïàðà-
ìåòð³â ìîäåë³. 

Ïðèêëàä 3. Ìîäåëü àâòîêàòàë³òè÷íî¿ ðåàêö³¿ Øëåãåëÿ (òðèãåð-
íà ñèñòåìà; ôàçîâèé ïåðåõ³ä ïåðøîãî ðîäó). Ðîçãëÿíåìî ðåàêö³þ 

1 2  

1 2

2 3 ;   .

k k

k k

A X X B X C

 

 
 

 
             (1.20) 

Çàãàëüíà ðåàêö³ÿ º À + Â  Ñ. Çàçíà÷èìî, ùî ïåðøà ðåàêö³ÿ 
â (1.20) º àâòîêàòàë³òè÷íîþ (ó òàêèõ ðåàêö³ÿõ øâèäê³ñòü ïåðåòâî-
ðåííÿ ïî÷àòêîâî¿ ðå÷îâèíè ïðîïîðö³éíà êîíöåíòðàö³¿ ïðîäóêòó). 
Òóò a, b, c òà x – êîíöåíòðàö³¿ â³äïîâ³äíèõ ðå÷îâèí A, B, C òà X; 
k1 ³ k—1, k2 ³ k—2 – êîíñòàíòè øâèäêîñòåé â³äïîâ³äíèõ ïðÿìèõ ³ 
çâîðîòíèõ ðåàêö³é. 

Øâèäê³ñòü çì³íè êîíöåíòðàö³¿ ïðîì³æíî¿ ðå÷îâèíè Õ îïèñóþòü 
òàêèì íåë³í³éíèì äèôåðåíö³àëüíèì ð³âíÿííÿì ïåðøîãî ïîðÿäêó: 

    2 3

1 1 2 2

dx
k ax k x k bx k c

dt
 = f(x).            (1.21) 

Ó ñòàö³îíàðíèõ ñòàíàõ 

3 2

1( ) 0 àáî ( )
dx

f x    g x k x x tx.
dt

              (1.22) 

Ââåäåíî òàê³ ïîçíà÷åííÿ: k2b = t,  k1a =  òà k—2c = g. 
Ð³âíÿííÿ (1.22) ìîæå ìàòè òðè ä³éñí³ äîäàòí³ çíà÷åííÿ êîðåí³â. 

Âîíè çá³ãàþòüñÿ çà äåÿêîãî êðèòè÷íîãî çíà÷åííÿ t = têð, ÿêå âèçíà-
÷àþòü ç íåîáõ³äíèõ óìîâ ³ñíóâàííÿ òî÷êè ïåðåãèíó ôóíêö³¿ g(x): 

2 2
1

êð êð

1 11

( ) 3 2 0,
; ;

3 3( ) 6 2 0

g x k x x t
x t

k kg x k x



 

           
    

 

3

êð 2

1

.
27

g
k


                                 (1.23) 
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Ðèñ. 1.5. Ôàçîâèé ïåðåõ³ä ïåðøîãî 
ðîäó â àâòîêàòàë³òè÷í³é ðåàêö³¿ Øëå-
ãåëÿ 

 
 
Òðè ð³çíèõ çíà÷åííÿ êîðåí³â 

x2  x3  x1 ìîæëèâ³ ëèøå ïðè t  
 têð (ðèñ. 1.5). Äîñë³äèìî ¿õ íà 
ñò³éê³ñòü, îá÷èñëèâøè çíà÷åí-
íÿ ïîêàçíèêà Ëÿïóíîâà ó öèõ 

ñòàö³îíàðíèõ ñòàíàõ: ( )f x    

( )g x  . Ïðèïóñòèìî, ùî ñòàíè ð³âíîâàãè x1 òà x2 âèÿâèëèñÿ 

ñò³éêèìè ( 1,2 0 ), à x3 – íåñò³éêèì (  3 0 ). Òîä³ ó äîñë³äæóâà-

í³é àâòîêàòàë³òè÷í³é ñèñòåì³ ïðè t  têð ìîæëèâèé ïåðåõ³ä ì³æ 
äâîìà ñò³éêèìè ñòàö³îíàðíèìè ñòàíàìè x1 òà x2, ïîä³áíèé ôàçî-
âîìó ïåðåõîäó ïåðøîãî ðîäó ð³äèíà–ãàç. 

Ñèñòåìà, ÿêà ìàº äâà (àáî á³ëüøå) ñò³éêèõ ñòàö³îíàðíèõ ñòà-

íè, ì³æ ÿêèìè ìîæëèâ³ ïåðåõîäè, íàçèâàºòüñÿ òðèãåðíîþ. 

Çîâí³øí³ì óìîâàì, ÿê³ çàäàþòüñÿ ïàðàìåòðàìè ìîäåë³ t ³ g, 

â³äïîâ³äàþòü äâà êîíêóðóþ÷èõ ñòàíè ð³âíîâàãè x1 òà x2. Öå âêàçóº 

íà òå, ùî àâòîêàòàë³òè÷í³ á³îõ³ì³÷í³ ðåàêö³¿ ö³ëêîì ìîæóòü áóòè 

îñíîâîþ äèíàì³÷íîãî âïîðÿäêóâàííÿ ó ïðîöåñ³ á³îëîã³÷íîãî ðîç-

âèòêó, äèôåðåíö³þâàííÿ òà ìîðôîãåíåçó. 

Îòæå, ö³ëêîì ïðèðîäíî ïðèïóñòèòè, ùî á³îëîã³÷íèé ðîçâè-

òîê, ÿê ³íäèâ³äóàëüíèé, îíòîãåíåòè÷íèé, òàê ³ åâîëþö³éíèé, ô³-

ëîãåíåòè÷íèé, â³äáóâàºòüñÿ âíàñë³äîê ôàçîâèõ ïåðåõîä³â. 

§ 4. Методи дослідження стійкості 
стаціонарного стану системи, що описується 

двома та більше диференціальними рівняннями 
першого порядку 

Îäíèì äèôåðåíö³àëüíèì ð³âíÿííÿì, ùî ì³ñòèòü ëèøå îäíó 

çì³ííó, âàæêî îïèñàòè ñêëàäíó ïîâåä³íêó á³îëîã³÷íî¿ ñèñòåìè. 

Îñíîâí³ ðåçóëüòàòè ï³ä ÷àñ äîñë³äæåííÿ âëàñòèâîñòåé á³îñèñòåì, 

çîêðåìà íà ð³âí³ âèâ÷åííÿ á³îõ³ì³÷íèõ ðåàêö³é òà ñèñòåì ìåì-

áðàííîãî òðàíñïîðòó ðå÷îâèí, äîñë³äæåííÿ ïðîáëåì åêîëîã³¿, 

îòðèìàíî íà òî÷êîâèõ ìîäåëÿõ, ÿê³ ì³ñòèëè ïðèíàéìí³ äâà äè-

ôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó: 
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  ( , ),

  ( , ),

dx
P x y

dt

dy
Q x y

dt

 

 


                            (1.24) 

äå Ð(õ, ó) ³ Q(õ, ó) – äåÿê³ àíàë³òè÷í³ ôóíêö³¿, ùî âðàõîâóþòü 
çì³íó âåëè÷èí x òà ó îêðåìî òà ¿õ âçàºìîä³þ. 

Çàóâàæåííÿ. ßêùî çì³íí³ âåëè÷èíè x òà ó ìàþòü êîíêðåòíå 
á³îëîã³÷íå çíà÷åííÿ (êîíöåíòðàö³¿ ðå÷îâèí, ÷èñåëüí³ñòü âèäó 
òîùî), òî íà íèõ çàçâè÷àé íàêëàäàþòü äåÿê³ îáìåæåííÿ. Ïåðåäó-
ñ³ì çíà÷åííÿ á³îëîã³÷íèõ çì³ííèõ íå ìîæóòü áóòè â³ä’ºìíèìè. 

Ðîçâ’ÿçàòè ñèñòåìó (1.24) îçíà÷àº ïîáóäóâàòè ê³íåòè÷í³ êðèâ³ 
x(t) òà y(t), ïîïåðåäíüî çàäàâøè ïî÷àòêîâ³ óìîâè: x(t = 0) = x0 òà 
y(t = 0) = y0 – çíà÷åííÿ øóêàíèõ çì³ííèõ õ òà y â³äïîâ³äíî ó ïî-
÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó, ïðèéíÿòèé çà íóëü. 

Îòðèìàºìî ð³âíÿííÿ, ÿêå ì³ñòèòü çì³íí³ õ òà ó ³ íå ì³ñòèòü 
÷àñ t ó ÿâíîìó âèãëÿä³. Äëÿ öüîãî ðîçä³ëèìî äðóãå ð³âíÿííÿ ñèñ-
òåìè (1.24) íà ïåðøå: 

dy/dx = Q(x, y)/P(x, y).                    (1.25) 

Ðîçãëÿíåìî ïëîùèíó ç îñÿìè êîîðäèíàò, íà ÿêèõ â³äêëàäåíî 
çíà÷åííÿ çì³ííèõ õ òà ó. Êîæíà òî÷êà ö³º¿ ïëîùèíè ç êîîðäèíà-
òàìè (õ, ó) â³äïîâ³äàº ïåâíîìó ñòàíó ñèñòåìè. Íàãàäàºìî, ùî òà-
êà ïëîùèíà ìàº íàçâó ôàçîâà ïëîùèíà, à ñóêóïí³ñòü öèõ òî÷îê 
(ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ (1.25)) íà ôàçîâ³é ïëîùèí³ (õ, ó) – ôàçîâà 
òðàºêòîð³ÿ. Õàðàêòåð ôàçîâèõ òðàºêòîð³é â³äîáðàæàº ñï³ëüí³ ÿê³ñ-
í³ ðèñè ïîâåä³íêè äîñë³äæóâàíî¿ ñèñòåìè ç ÷àñîì. Ôàçîâà ïëî-
ùèíà äàº çìîãó â³äðàçó îõîïèòè âñþ ñóêóïí³ñòü ìîæëèâèõ ðóõ³â 
(äèíàì³êó çì³ííèõ õ òà ó), ÿê³ â³äïîâ³äàþòü ð³çíèì ïî÷àòêîâèì 
óìîâàì. 

Äëÿ ÿê³ñíîãî âèâ÷åííÿ ïîâåä³íêè ñèñòåìè ÷àñòî âèêîðèñòî-
âóþòü ìåòîä ïîáóäîâè ãîëîâíèõ ³çîêë³í íà ôàçîâ³é ïëîùèí³: 
dy/dx = 0 – ³çîêë³íà ãîðèçîíòàëüíèõ äîòè÷íèõ äî ôàçîâèõ òðàºê-

òîð³é, ð³âíÿííÿ ÿêî¿ Q(õ, ó) = 0, òà dy/dx =  – ³çîêë³íà âåðòè-
êàëüíèõ äîòè÷íèõ, ÿê³é â³äïîâ³äàº ð³âíÿííÿ Ð(õ, ó) = 0. Ïîáóäó-
âàâøè ãîëîâí³ ³çîêë³íè òà çíàéøîâøè òî÷êó (òî÷êè) ¿õ ïåðåòèíó, 
êîîðäèíàòè ÿêî¿ çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì 

( , ) 0,

( , ) 0,   

P x y

Q x y


 

                           (1.26) 

âèçíà÷àþòü òî÷êó (òî÷êè) ïåðåòèíó âñ³õ ³çîêë³í ôàçîâî¿ ïëîùèíè. 
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Ðèñ. 1.6. Ñòàö³îíàðíèé ñòàí âèçíà÷à-
ºòüñÿ òî÷êîþ ïåðåòèíó ãîëîâíèõ ³çîêë³í 
ñèñòåìè 

 
 

Öÿ òî÷êà (òî÷êè), ÿê çàçíà÷åíî 
âèùå, â³äïîâ³äàº ñòàö³îíàðíîìó 
ñòàíó ñèñòåìè (ðèñ. 1.6). 

Íà ðèñ. 1.6 ïîêàçàíî íàïðÿì-
êè äîòè÷íèõ dó/dx äî òðàºêòîð³é 
íà ôàçîâ³é ïëîùèí³. Ñèñòåìà 
àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü (1.26) ìàº ñò³ëüêè ñòàö³îíàðíèõ ñòàí³â, ñê³ëü-
êè òî÷îê ïåðåòèíó ãîëîâíèõ ³çîêë³í º íà ôàçîâ³é ïëîùèí³. 

Äîñë³äæåííÿ ñò³éêîñò³ ñòàö³îíàðíîãî ñòàíó ( ,x y ) (òî÷êà ïå-

ðåòèíó ãîëîâíèõ ³çîêë³í) ïîâ’ÿçàíå ç ðîçãëÿäîì õàðàêòåðó éîãî 
ðóõ³â ó ðàç³ â³äõèëåííÿ â³ä íüîãî (àíàë³òè÷íèé ìåòîä Ëÿïóíîâà). 

Ââåäåìî íîâ³ çì³íí³  ³ , âèçíà÷èâøè ¿õ ÿê çì³ùåííÿ â³äíîñíî 
ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè íà ôàçîâ³é ïëîùèí³: 

õ = x  + , ó = y  + .                         (1.27) 

Ï³äñòàâèâøè ö³ âèðàçè ó ð³âíÿííÿ (1.24), îòðèìàºìî 

d/dt = Ð x  + , y  + ); d/dt = Q( x  + , y  + ).   (1.28) 

Ðîçêëàäåìî ïðàâ³ ÷àñòèíè îòðèìàíèõ ð³âíÿíü (1.28) ó ðÿä 

Òåéëîðà çà çì³ííèìè ,  ³ â³äêèíåìî íåë³í³éí³ äîäàíêè (ÿê âå-

ëè÷èíè âèùîãî ïîðÿäêó ìàëîñò³): Ð x  + , y  + ) = P( ,x y ) + 

+ ( , )xP x y  + ( , )yP x y ; Q( x  + , y  + ) = Q( ,x y ) + ( , )xQ x y  + 

+ ( , )yQ x y . Îòðèìàºìî ñèñòåìó ë³í³éíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü: 

d/dt = à + b; d/dt = c + d,             (1.29) 

äå êîåô³ö³ºíòè a, b, ñ ³ d – ñóòü çíà÷åííÿ ÷àñòèííèõ ïîõ³äíèõ ó 
òî÷ö³ ( ,x y ): 

à = ( , );xP x y  b = ( , );yP x y  c = ( , );xQ x y  d = ( , ).yQ x y    (1.30) 

Ñèñòåìà ð³âíÿíü (1.29) íàçèâàºòüñÿ ë³íåàðèçîâàíîþ. Âîíà äî-
ïóñêàº àíàë³òè÷íèé ðîçâ’ÿçîê 

 = Ñ1å
t;   = Ñ2å

t,                       (1.31) 

äå Ñ1 ³ Ñ2 – íåâ³äîì³ êîåô³ö³ºíòè. 
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Ï³äñòàâèâøè ö³ âèðàçè â (1.29) ³ ñêîðîòèâøè îòðèìàí³ ð³â-

íÿííÿ íà åt, îòðèìàºìî 

Ñ1 = àÑ1 + bÑ2;  Ñ2 = ñÑ1 + dÑ2  

 (à — )Ñ1 + bÑ2 = 0;  ñÑ1 + (d — )Ñ2 = 0.                  (1.32) 

Ñèñòåìà ë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü (1.32) ç íåâ³äîìèìè 
âåëè÷èíàìè Ñ1, Ñ2 ìàº íåíóëüîâèé ðîçâ’ÿçîê ëèøå òîä³, êîëè ¿¿ 
âèçíà÷íèê, ñêëàäåíèé ç êîåô³ö³ºíò³â çà íåâ³äîìèõ, äîð³âíþº íóëþ: 

 


 
0.

a b

c d
                             (1.33) 

Ðîçêðèâøè öåé âèçíà÷íèê, îòðèìàºìî òàê çâàíå õàðàêòåðèñ-
òè÷íå ð³âíÿííÿ ñèñòåìè: 

2 — (a + d) + ad — bc = 0.                     (1.34) 

Ðîçâ’ÿçîê öüîãî ð³âíÿííÿ äàº çíà÷åííÿ ïîêàçíèêà 1,2, çà 
ÿêèõ ìîæëèâ³ íåíóëüîâ³ äëÿ Ñ1 ³ Ñ2 ðîçâ’ÿçêè ñèñòåìè (1.29): 

1,2 = 

2

a d
  

    
 

2

2

a d
bc ad .            (1.35) 

Ïðîàíàë³çóºìî äåòàëüíî ðîçâ’ÿçêè (1.35) ð³âíÿííÿ (1.34). Ïî-

âåä³íêà çì³ííèõ ,  ³, â³äïîâ³äíî, çì³ííèõ õ, ó â îêîë³ ñòàö³î-
íàðíîãî ñòàíó ( ,x y ) çàëåæèòü â³ä âèãëÿäó ïîêàçíèê³â åêñïîíåíò 

1, 2 (äèâ. âèðàçè (1.31)), òîìó òóò ìîæëèâ³ òàê³ âèïàäêè. 

1. ßêùî 1,2  0 ³ çíà÷åííÿ ï³äêîðåíåâîãî âèðàçó (1.35) äîäàò-

íå, à ñàìå   0bc ad , òî ïîêàçíèêè Ëÿïóíîâà 1,2 º ä³éñíèìè 
÷èñëàìè, ³ äëÿ äîñë³äæóâàíî¿ ñèñòåìè õàðàêòåðíèé áåçêîëèâàëüíèé 

ðóõ çì³ííèõ âåëè÷èí ç ÷àñîì.  

ßêùî ïîêàçíèêè 1,2 ìàþòü 
îäíàêîâ³ çíàêè, òî ïîâåä³íêà 
çì³ííèõ çîáðàæóºòüñÿ íà ôàçî-
â³é ïëîùèí³ êðèâèìè ïàðàáî-
ë³÷íîãî òèïó (ðèñ. 1.7). ßêùî 

1 < 0 ³ 2 < 0, òî ðîçâ’ÿçêè (1.31)  
 

Ðèñ. 1.7. Ñòàö³îíàðíèé ñòàí òèïó 
ñò³éêèé âóçîë íà ôàçîâ³é ïëîùèí³ 
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Ðèñ. 1.8. Ñòàö³îíàðíèé ñòàí òèïó 
ñ³äëî íà ôàçîâ³é ïëîùèí³ 

 

 
º ñïàäíèìè åêñïîíåíòàìè, òîáòî 

âèâåäåíà ç³ ñòàíó ð³âíîâàãè ñèñ-

òåìà ïðàãíå ïîâåðíóòèñÿ äî 

íüîãî. Ñòàö³îíàðíèé ñòàí ó 

öüîìó âèïàäêó íàçèâàþòü ñò³é-

êèì âóçëîì. Çàçíà÷èìî, ùî äëÿ 

áàãàòüîõ á³îëîã³÷íèõ ñèñòåì õà-

ðàêòåðíèé ñàìå áåçêîëèâàëüíèé 

ïåðåõ³ä â³ä äîâ³ëüíîãî ïî÷àòêîâîãî ñòàíó â ñòàö³îíàðíèé ñòàí, 

ÿêîìó â³äïîâ³äàº ñòàö³îíàðíèé ðîçâ’ÿçîê òèïó âóçîë. Íàâïàêè, 

ÿêùî 1 > 0 ³ 2 > 0, òî çà áóäü-ÿêèõ ïî÷àòêîâèõ â³äõèëåíü ñèñ-

òåìà çà åêñïîíåíö³éíèì çàêîíîì â³ääàëÿºòüñÿ â³ä ñòàíó ð³âíîâàãè. 

Ó òàêîìó ðàç³ ñòàö³îíàðíèé ñòàí íàçèâàþòü íåñò³éêèì âóçëîì. 

ßêùî ïîêàçíèêè 1,2 ìàþòü ð³çí³ çíàêè (íàïðèêëàä, 1 < 0, à 

2 > 0 ÷è íàâïàêè), òî ïîâåä³íêà çì³ííèõ çîáðàæóºòüñÿ íà ôàçî-

â³é ïëîùèí³ êðèâèìè ã³ïåðáîë³÷íîãî òèïó (ðèñ. 1.8). Ó öüîìó 

âèïàäêó ñòàö³îíàðíèé ñòàí º íåñò³éêèì ³ íàçèâàºòüñÿ ñ³äëîì. 

Çàóâàæèìî, ùî íåñò³éê³ ñòàö³îíàðí³ ñòàíè òèïó ñ³äëî â³ä³ãðà-

þòü âàæëèâó ðîëü ó òðèãåðíèõ á³îëîã³÷íèõ ñèñòåìàõ, àäæå ñàìå 

âîíè º òî÷êîþ ïåðåõîäó (ïåðåêëþ÷åííÿ) ç îäíîãî ðåæèìó ôóíê-

ö³îíóâàííÿ ñèñòåìè â ³íøèé. 

ßêùî 1,2 = 0 àáî îäèí ³ç ïîêàçíèê³â Ëÿïóíîâà äîð³âíþº íó-

ëþ, à ³íøèé – â³ä’ºìíèé, òî ó ðîçêëàä³ â ðÿä Òåéëîðà ïðàâèõ 

÷àñòèí ð³âíÿíü (1.28) íåîáõ³äíî âðàõîâóâàòè íåë³í³éí³ äîäàíêè 

(âèùîãî ïîðÿäêó ìàëîñò³). Ó òàêîìó ðàç³ â ñèñòåì³ ìîæóòü ³ñíó-

âàòè ñòàö³îíàðí³ ñòàíè òèïó ñ³äëî–âóçîë. 

2. ßêùî 1,2  0 ³ çíà÷åííÿ ï³äêîðåíåâîãî âèðàçó (1.35) 

â³ä’ºìíå, òîáòî 
     

 

2

0
2

a d
bc ad , òî ïîêàçíèêè Ëÿïóíîâà 

1,2 – êîìïëåêñíî-ñïðÿæåí³ ÷èñëà ³ ïîçíà÷àþòüñÿ òàê: 

1,2 = 

2

a d
  i

    
 

2

2

a d
ad bc  =  p i . 
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Ó öüîìó âèïàäêó çì³íà äîñë³äæóâàíèõ âåëè÷èí õ òà ó ç ÷àñîì 

ìàº êîëèâàëüíèé õàðàêòåð ç ÷àñòîòîþ 
      

 

2

2

a d
ad bc , à 

ôàçîâ³ òðàºêòîð³¿ º âêëàäåíèìè îäíà â îäíó ñï³ðàëÿìè (ðèñ. 1.9). 
Ñòàö³îíàðíèé ñòàí ó òàêîìó ðàç³ íàçèâàþòü ôîêóñîì. 

ßêùî ä³éñíà ÷àñòèíà 1,2 â³ä’ºìíà (p = Re 1,2 = 

2

a d
 < 0), òî 

êîëèâàííÿ çãàñàþòü. Íà ôàçîâ³é ïëîùèí³ öå â³äïîâ³äàº ñ³ìåéñòâó 
ñï³ðàëåé, ÿê³ íàêðó÷óþòüñÿ íà ñòàö³îíàðíó òî÷êó. Öå ñò³éêèé ôîêóñ. 

² íàâïàêè, ÿêùî ä³éñíà ÷àñòèíà 1,2 äîäàòíà (ð = Re 1,2 = 

= 

2

a d
 > 0), òî àìïë³òóäà êîëèâàíü çðîñòàº ç ÷àñîì, ³ ñòàö³îíàð-

íèé ñòàí º íåñò³éêèì ôîêóñîì. 

ßêùî ä³éñíà ÷àñòèíà 1,2 äîð³âíþº íóëþ (ð = Re 1,2 = 

2

a d
 = 0), 

òî ó ñèñòåì³ â³äáóâàþòüñÿ íåçãàñàþ÷³ êîëèâàííÿ. Ôàçîâi òðàºê-
òîð³¿ â îêîë³ ñòàö³îíàðíîãî ñòàíó º âêëàäåíèìè îäèí â îäíîãî 
åë³ïñè (ðèñ. 1.10). Ó òàêîìó ðàç³ ñòàö³îíàðíèé ñòàí ìàº íàçâó 

öåíòð. Çàóâàæèìî, ùî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà ð = Re 1,2 = 0 º êðè-
òè÷íèì ³ íàçèâàºòüñÿ á³ôóðêàö³éíèì, îñê³ëüêè çà ìàëîãî çîâí³ø-
íüîãî çáóðåííÿ ñèñòåìà ìîæå ïåðåéòè ç íåñò³éêîãî ôîêóñà ó 
ñò³éêèé (àáî íàâïàêè). 

Çàóâàæåííÿ. Íàãàäàºìî, ùî çà á³ôóðêàö³éíèõ ïåðåõîä³â çì³-
íþºòüñÿ õàðàêòåð ñò³éêîñò³ ñòàö³îíàðíèõ ñòàí³â. Íàïðèêëàä, 

     

Ðèñ. 1.9. Ñòàö³îíàðíèé ñòàí òèïó ñò³éêèé ôîêóñ íà ôàçîâ³é ïëîùèí³ 

Ðèñ 1.10. Ñòàö³îíàðíèé ñòàí òèïó öåíòð íà ôàçîâ³é ïëîùèí³ 
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ñò³éêèé ôîêóñ ÷åðåç öåíòð ìîæå ïåðåéòè ó íåñò³éêèé ôîêóñ ³ 
íàâïàêè. Çà ö³º¿ á³ôóðêàö³¿, ùî íàçèâàºòüñÿ Àíäðîíîâà–Õîïôà, 
ó ñèñòåì³ ìîæå âèíèêàòè òàê çâàíèé ãðàíè÷íèé öèêë, ³ òîä³ âîíà 
ñòàº àâòîêîëèâàëüíîþ. Ñ³äëî ìîæå ïåðåéòè ó ñò³éêèé âóçîë ³ íà-
âïàêè. Âîäíî÷àñ ìîæëèâ³ ïåðåõîäè ñò³éêèé âóçîë–ñò³éêèé ôîêóñ 
³ íåñò³éêèé âóçîë–íåñò³éêèé ôîêóñ íå º á³ôóðêàö³éíèìè, îñê³ëü-
êè ó öèõ âèïàäêàõ òîïîëîã³ÿ ôàçîâîãî ïðîñòîðó íå çì³íþºòüñÿ. 

Äîñë³äæåííÿ ñòàö³îíàðíèõ ñòàí³â ìîäåëüíèõ ñèñòåì â n-âè-
ì³ðíîìó ïðîñòîð³ 

1
1 1 2 3

2
2 1 2 3

3
3 1 2 3

1 2 3

( , , , ..., ),

( , , , ..., ),

( , , , ..., ),

.........................................

( , , , ..., )

n

n

n

n
n n

dx
f x x x x

dt

dx
f x x x x

dt

dx
f x x x x

dt

dx
f x x x x

dt

 

 

 







                       (1.36) 

ïðîâîäÿòü ó äâà åòàïè. Ïåðøèé – ïîáóäîâà ìàòðèö³ ë³íåàðèçî-
âàíî¿ ñèñòåìè 

À = ( )ikf
 

  
i

k

f

x

1 1 1 1

1 2 3

2 2 2 2

1 2 3

3 3 3 3

1 2 3

1 2 3

...

...

...

...............................

...

n

n

n

n n n n

n

f f f f

x x x x

f f f f

x x x x

f f f f

x x x x

f f f f

x x x x

    
     
    
     
    
     
 
 
    

    
 
 

                   (1.37) 

òà ïîøóê ìàòðèö³ À0 ó ñòàö³îíàðí³é òî÷ö³ x  ìîäåëüíî¿ ñèñòåìè 

 À0 = .i

k x x

f

x


 
  

                            (1.38) 

Äðóãèé åòàï – ïîøóê âëàñíèõ ÷èñåë i (ïàðàìåòð³â Ëÿïóíî-
âà) õàðàêòåðèñòè÷íîãî ð³âíÿííÿ ìàòðèö³ À0: 
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11 12 13 1

21 22 23 2

31 32 33 3

1 2 3

...

...

... 0.

............................................

...

n

n

n

n n n nn

f f f f

f f f f

f f f f

f f f f

 
 

  

 

             (1.39) 

ßêùî óñ³ ä³éñí³ çíà÷åííÿ i ëåæàòü ó ë³â³é ï³âïëîùèí³ (i < 0), 
òî còàö³îíàðíà òî÷êà àñèìïòîòè÷íî ñò³éêà (âóçîë). Ó ðàç³ êîì-

ïëåêñíèõ çíà÷åíü i ¿õ ä³éñí³ ÷àñòèíè â³ä’ºìí³, òîä³ còàö³îíàðíà 
òî÷êà – öå ñò³éêèé ôîêóñ. ßêùî õî÷à á îäíå ä³éñíå çíà÷åííÿ 

ëåæèòü ó ïðàâ³é ï³âïëîùèí³ (1 > 0) àáî ä³éñíà ÷àñòèíà êîìï-

ëåêñíîãî çíà÷åííÿ äîäàòíà (Re 1 > 0), òî ñèñòåìà íåñò³éêà. 

§ 5. Приклади математичних моделей 
біологічних процесів, що описуються двома і більше 
диференціальними рівняннями першого порядку 

Ðîçâ’ÿæåìî òàê³ ìîäåëüí³ çàäà÷³. 
Ïðèêëàä 1. Ìîäåëü õ³ì³÷íî¿ ðåàêö³¿ Ëîòêè (êîëèâàëüíèé ³ áåç-

êîëèâàëüíèé ðóõè). Ðîçãëÿíåìî á³îõ³ì³÷íó ðåàêö³þ 
0kA  1kX  2 .kY B                (1.40) 

Òóò ó äåÿêîìó îá’ºì³ çíàõîäèòüñÿ â íàäëèøêó ðå÷îâèíà À. Ìîëå-
êóëè À ç äåÿêîþ ïîñò³éíîþ øâèäê³ñòþ k0 ïåðåòâîðþþòüñÿ ó ìî-
ëåêóëè ðå÷îâèíè Õ (ðåàêö³ÿ íóëüîâîãî ïîðÿäêó). Ðå÷îâèíà Õ ìî-
æå ïåðåòâîðþâàòèñÿ ó ðå÷îâèíó Y. Âàæëèâîþ îñîáëèâ³ñòþ º òå, 
ùî øâèäê³ñòü ö³º¿ ðåàêö³¿ òèì á³ëüøà, ÷èì âèùà êîíöåíòðàö³ÿ 
ðå÷îâèíè Y. Öå îçíà÷àº, ùî ïåðåòâîðåííÿ Õ çàëåæèòü íå ëèøå 
â³ä êîíöåíòðàö³¿ ïî÷àòêîâîãî ðåàãåíòó X, à é â³ä ïðîäóêòà ïåðå-
òâîðåííÿ Y. ²íøèìè ñëîâàìè, øâèäê³ñòü ö³º¿ ðåàêö³¿ çàëåæèòü â³ä 
êîíöåíòðàö³¿ îáîõ ðå÷îâèí – ïî÷àòêîâî¿ X ³ ê³íöåâî¿ Y, à ñàìà 
ðåàêö³ÿ ïðîõîäèòü ÿê ðåàêö³ÿ äðóãîãî ïîðÿäêó (àâòîêàòàë³òè÷íà 
ðåàêö³ÿ). Ìîëåêóëè Y, ó ñâîþ ÷åðãó, íåçâîðîòíî ðîçïàäàþòüñÿ, 
âíàñë³äîê ÷îãî óòâîðþºòüñÿ ðå÷îâèíà Â (ðåàêö³ÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó). 

Ìîäåëü (1.40) ìîæíà îïèñàòè òàêîþ ñèñòåìîþ íåë³í³éíèõ 
äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó: 

dx/dt = k0 — k1xy = P(x, y); dy/dt = k1xy — k2y = Q(x, y),     (1.41) 

äå õ òà ó – êîíöåíòðàö³¿ õ³ì³÷íèõ ðå÷îâèí Õ òà Y â³äïîâ³äíî; k0, 
k1 ³ k2 – êîíñòàíòè øâèäêîñòåé ïåðåá³ãó â³äïîâ³äíèõ ðåàêö³é. 
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Ó ñòàö³îíàðíîìó ñòàí³ dx/dt = 0 òà dy/dt = 0. Ö³ äâ³ óìîâè äà-
þòü ñèñòåìó àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü, ÿê³ çâ’ÿçóþòü ð³âíîâàæí³ êîí-
öåíòðàö³¿ x  òà y : 

k0 — k1 x y  = 0;  k1 x y  — k2 y  = 0.                 (1.42) 

Ç ð³âíÿíü (1.42) çíàõîäèìî ºäèíèé ñòàö³îíàðíèé ñòàí ñèñòå-
ìè x  = k2/k1, y  = k0/k2. Äîñë³äèìî éîãî íà ñò³éê³ñòü ìåòîäîì 

Ëÿïóíîâà: 

( , )xP x y  =  1 ;k y  à = ( , )xP x y
 
=  1 0

2

k k

k
; 

( , )yP x y  =  1 ;k x  b = ( , )yP x y  =  2k ; 

( , )xQ x y  = 1 ;k y  c = ( , )xQ x y  = 1 0

2

k k

k
;  

( , )yQ x y  = 1 2;k x k  d = ( , )yQ x y  = 0; 

1,2 =  1 0

22

k k

k
 

 
 

 

2

1 0
1 0

22

k k
k k

k
.                 (1.43) 

Ïðîàíàë³çóºìî âèðàç äëÿ ïîêàçíèê³â Ëÿïóíîâà (1.43): 

– ïðè 2
24k  < k1k0 çíà÷åííÿ ï³äêîðåíåâîãî âèðàçó äîäàòíå ³ 

âåëè÷èíè 1,2 º ä³éñíèìè ÷èñëàìè. Ó öüîìó âèïàäêó çà áóäü-ÿêèõ 

çíà÷åíü ïàðàìåòð³â ìîäåë³ k0, k1 ³ k2 âåëè÷èíè 1,2 < 0 ³ ñòàö³îíàð-
íèé ñòàí – öå ñò³éêèé âóçîë; 

– ïðè 2
24k  > k1k0 çíà÷åííÿ ï³äêîðåíåâîãî âèðàçó â³ä’ºìíå ³ 

âåëè÷èíè 1,2 º êîìïëåêñíî-ñïðÿæåíèìè ÷èñëàìè. Ó òàêîìó ðàç³ 
ñòàö³îíàðíèé ñòàí – öå ñò³éêèé ôîêóñ, îñê³ëüêè ä³éñíà ÷àñòèíà 

Re 1,2 =  1 0

22

k k

k
 < 0. 

Òàêèì ÷èíîì, ó äîñë³äæóâàí³é õ³ì³÷í³é ðåàêö³¿ Ëîòêè ìîæëè-
âà ð³çíà ïîâåä³íêà çì³ííèõ çàëåæíî â³ä ñï³ââ³äíîøåííÿ çíà÷åíü 

êîíñòàíò øâèäêîñòåé: ïðè 2
24k  > k1k0 ñïîñòåð³ãàþòüñÿ çãàñàþ÷³ 

êîëèâàííÿ êîíöåíòðàö³é íîñ³¿â, à ïðè 2
24k  < k1k0 – ìîíîòîííå 

áåçêîëèâàëüíå íàáëèæåííÿ êîíöåíòðàö³é äî ñòàö³îíàðíèõ çíà÷åíü. 
Íà ðèñ. 1.11 ³ 1.12 ïîêàçàíî ê³íåòè÷í³ êðèâ³ òà ôàçîâó òðàºê-

òîð³þ äëÿ ìîäåë³ õ³ì³÷íî¿ ðåàêö³¿ Ëîòêè (1.41) ó ðàç³ êîëèâàëüíî-
ãî ðóõó. 
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Ç ðèñ. 1.12 áà÷èìî, ùî ôàçîâà òðàºêòîð³ÿ íàáëèæàºòüñÿ äî 
ñòàö³îíàðíî¿ òî÷êè (ñò³éêèé ôîêóñ), â îêîë³ ÿêî¿ ôóíêö³îíóº äî-
ñë³äæóâàíà ìîäåëüíà ñèñòåìà. 

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñò³éíî¿ ðîáîòè. Äëÿ ìîäåë³ õ³ì³÷íî¿ ðåàêö³¿ 
Ëîòêè (1.41) ïîáóäóâàòè ê³íåòè÷í³ êðèâ³ òà ôàçîâó òðàºêòîð³þ ó 
âèïàäêó áåçêîëèâàëüíîãî ðóõó. 

Ïðèêëàä 2. Ïîïóëÿö³éíà ìîäåëü ì³æâèäîâî¿ êîíêóðåíö³¿ (ìîäåëü 
Ëîòêè–Âîëüòåððà). Ñóòü ì³æâèäîâî¿ êîíêóðåíö³¿ ïîëÿãàº ó òîìó, 
ùî â îñîáèí îäíîãî âèäó çìåíøóþòüñÿ ïëîäþ÷³ñòü òà âèæèâàííÿ 
âíàñë³äîê âèêîðèñòàííÿ òîãî ñàìîãî ðåñóðñó, ùî é îñîáèíàìè 
³íøîãî âèäó, ïðè÷îìó âïëèâó êîíêóðåíö³¿ ò³ºþ ÷è ³íøîþ ì³ðîþ 
çàçíàþòü îñîáèíè îáîõ âèä³â. 

Ðîçãëÿíåìî ëîã³ñòè÷íå ð³âíÿííÿ (1.12) ³ ñïðîáóºìî âðàõóâàòè 
ó íüîìó ì³æâèäîâó êîíêóðåíö³þ. 

Íåõàé N1 ³ N2 – ÷èñåëüí³ñòü ïîïóëÿö³¿ ïåðøîãî ³ äðóãîãî âèä³â 
â³äïîâ³äíî. Ãðàíè÷íó ãóñòîòó íàñè÷åííÿ öèõ ïîïóëÿö³é òà øâèä-
êîñò³ ¿õ çðîñòàííÿ ïîçíà÷èìî ÷åðåç K1 ³ K2, r1 ³ r2 â³äïîâ³äíî. 
Ïðèïóñòèìî, ùî Ì2 (àáî Ì1) îñîáèí äðóãîãî (ïåðøîãî) âèäó 
âïëèâàþòü íà ïåðøèé (äðóãèé) âèä òàê, ÿê îäíà îñîáèíà ïåðøîãî 

(äðóãîãî) âèäó. Ó öüîìó âèïàäêó ñòàëó âåëè÷èíó 12

2

1

M
   < 1 

 
   

 
21

1

1
1

M
 íàçèâàþòü êîåô³ö³ºíòîì ì³æâèäîâî¿ êîíêóðåíö³¿. 

Îòæå, ùîá â³äîáðàçèòè çàãàëüíó ä³þ äðóãîãî (ïåðøîãî) âèäó íà 

     

Ðèñ. 1.11. Ê³íåòè÷í³ êðèâ³ x(t) òà y(t) äëÿ ìîäåë³ õ³ì³÷íî¿ ðåàêö³¿ Ëîòêè (1.41) 
ó âèïàäêó êîëèâàëüíîãî ðóõó 

Ðèñ. 1.12. Ôàçîâà òðàºêòîð³ÿ äëÿ ìîäåë³ õ³ì³÷íî¿ ðåàêö³¿ Ëîòêè (1.41) 
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ïåðøèé (äðóãèé) âèä, ïîòð³áíî ó ëîã³ñòè÷íîìó ð³âíÿíí³ (1.12) ó 

÷èñåëüíèêó çàì³ñòü âåëè÷èíè N1 (N2) çàïèñàòè N1 + 12N2 (N2 + 

+ 21N1). Ó ðåçóëüòàò³ îòðèìàºìî òàêó ñèñòåìó íåë³í³éíèõ äèôå-
ðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü: 

1 1 1 12 2
1 1

1

21 12 1
1 1 1 1 2 1 2

1 1

2 2 2 21 1
2 2

2

22 21 2
2 2 2 1 2 1 2

2 2

( )

( , ),

( )

( , ).

dN K N N
r N

dt K

r r
r N N N N P N N

K K

dN K N N
r N

dt K

r r
r N N N N Q N N

K K

    

 
   

     



   

         (1.44) 

Ìîäåëü ì³æâèäîâî¿ êîíêóðåíö³¿ (1.44) íàçèâàþòü ìîäåëëþ 
Ëîòêè–Âîëüòåððà. ßê áà÷èìî, âîíà îäíî÷àñíî âðàõîâóº ³ âíóò-

ð³øíüîâèäîâó, ³ ì³æâèäîâó êîíêóðåíö³þ. 

Ãîëîâíå ïèòàííÿ, ÿêå ö³êàâèòü äîñë³äíèêà – çà ÿêèõ óìîâ 

çá³ëüøóºòüñÿ àáî çìåíøóºòüñÿ ÷èñåëüí³ñòü êîæíîãî âèäó? Äëÿ 

â³äïîâ³ä³ ïîáóäóºìî ôàçîâ³ ä³àãðàìè, íà ÿêèõ â³äîáðàçèìî óñ³ 

ìîæëèâ³ ñï³ââ³äíîøåííÿ ÷èñåëüíîñò³ îáîõ âèä³â. Íà òàêèõ ä³àã-

ðàìàõ ÷èñåëüí³ñòü îäíîãî âèäó â³äêëàäàºòüñÿ íà ãîðèçîíòàëüí³é 

îñ³, ³íøîãî – âåðòèêàëüí³é. Òàêîæ äëÿ êîæíîãî ç âèä³â ìîæíà 

ïðîâåñòè ³çîêë³íè ó ïëîùèí³ (N1; N2), óçäîâæ ÿêèõ íå ñïîñòåð³ãàº-

òüñÿ í³ çá³ëüøåííÿ, í³ çìåíøåííÿ ÷èñåëüíîñò³ ïîïóëÿö³é. 
ßê ïðèêëàä, ïîáóäóºìî ³çîêë³íó äëÿ ïåðøîãî âèäó. Çà îçíà÷åí-

íÿì, äëÿ ö³º¿ ë³í³¿ 1 0
dN

dt
. Ç ïåðøîãî ð³âíÿííÿ ñèñòåìè (1.44) 

çíàõîäèìî 

  1 1 12 2N K N .     (1.45) 

Íà ðèñ. 1.13 ïðåäñòàâëåíî 
ð³âíÿííÿ ³çîêë³íè (1.45). Íà ä³-
ëÿíö³ I ÷èñåëüí³ñòü ïåðøîãî 
âèäó çìåíøóºòüñÿ, íà ä³ëÿíö³ II, 
íàâïàêè, çá³ëüøóºòüñÿ. Àíàëîã³÷-
íî ìîæíà ïîáóäóâàòè ³çîêë³íó 
 

Ðèñ. 1.13. Ð³âíÿííÿ ³çîêë³íè (1.45) ó 
ìîäåë³ Ëîòêè–Âîëüòåððà  
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äëÿ äðóãîãî âèäó: 

2 0
dN

dt
  2 2 21 1N K N   .            (1.46) 

Îá’ºäíàºìî íà îäí³é ôàçîâ³é ïëîùèí³ (N1; N2) ³çîêë³íè äëÿ 
îáîõ âèä³â ³ îäíî÷àñíî äîñë³äèìî äèíàì³êó ¿õ ÷èñåëüíîñò³. Íà 
ðèñ. 1.14 ïðåäñòàâëåíî ìîæëèâ³ ðîçì³ùåííÿ îäí³º¿ ³çîêë³íè â³ä-
íîñíî ³íøî¿. Íà ä³ëÿíö³ I ÷èñåëüí³ñòü îáîõ ïîïóëÿö³é çìåíøóº-
òüñÿ; íà ä³ëÿíö³ II – ÷èñåëüí³ñòü ïåðøî¿ ïîïóëÿö³¿ çðîñòàº, äðó-
ãî¿ – ñïàäàº; íà ä³ëÿíö³ III – ÷èñåëüí³ñòü îáîõ ïîïóëÿö³é çá³ëü-
øóºòüñÿ (ðèñ. 1.14, à). Îñîáëèâîþ º òî÷êà ïåðåòèíó ³çîêë³í íà 
ðèñ. 1.14, á, ÿêà âêàçóº íà òå, ùî çà ïåâíèõ ïàðàìåòð³â ìîäåë³ 
(1.44) (ðåçóëüòàòó êîíêóðåíö³¿) ðåàë³çóºòüñÿ ñòàö³îíàðíèé ñòàí 
ñèñòåìè. 

Çíàéäåìî ñòàö³îíàðí³ ñòàíè äîñë³äæóâàíî¿ ñèñòåìè, ðîçâ’ÿ-
çóþ÷è ñèñòåìó â³äïîâ³äíèõ àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü ìåòîäîì âèêëþ-
÷åííÿ Ãàóññà. ¯õ ÷îòèðè: 

 

 

1

1 1 1 12 2

2 2 2 2 21 1

0 0

0.
0

dN
N K N Ndt

dN N K N N

dt

     
 

  
      


 

                  1) 1 0N  ³ 2 0N ; 

                  2) 1 0N  ³ 2 2N K ; 

 

Ðèñ. 1.14. Ìîæëèâ³ ðåçóëüòàòè êîíêóðåíö³¿ ó ìîäåë³ Ëîòêè–Âîëüòåððà 
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                      3) 1 1N K  ³ 2 0N ; 

4) 
 


  

1 12 2
1

12 211

K K
N  ³ 

 


  
2 21 1

2

12 211

K K
N .         (1.47) 

Îòæå, ìîæëèâå âèæèâàííÿ ëèøå äðóãîãî âèäó (ñòàö³îíàðíèé 
ñòàí 2), ëèøå ïåðøîãî âèäó (ñòàö³îíàðíèé ñòàí 3) òà ñï³â³ñíó-
âàííÿ îáîõ âèä³â (ñòàö³îíàðíèé ñòàí 4). 

Çàóâàæèìî, ùî çà çì³ñòîì âåëè÷èíè 1N  > 0 ³ 2N  > 0, òîä³ ³ñ-

íóþòü òàê³ îáìåæåííÿ íà âèá³ð ïàðàìåòð³â ìîäåë³ ó âèïàäêó ñòà-
ö³îíàðíîãî ñòàíó 4: 

1 12 2

2 21 1

12 21

0,

0,

1.

K K

K K

  
   
  

                           (1.48) 

ßê ïðèêëàä, äîñë³äèìî öåé ñòàö³îíàðíèé ñòàí íà ñò³éê³ñòü 
ìåòîäîì Ëÿïóíîâà: 

1 1 2( , )NP N N  = 


 1 12 1
1 1 2

1 1

2
;

r r
r N N

K K
  

1 1 2( , )Na P N N 
 
 

 


  
1 1 12 2

1 12 211

r K K

K
; 

2 1 2( , )NP N N  = 


 12 1
1

1

r
N

K
; b = 

2 1 2( , )NP N N  = 
 
 

  


  
12 1 1 12 2

1 12 211

r K K

K
; 

1 1 2( , )NQ N N  = 


 21 2
2

2

r
N

K
; ñ = 

1 1 2( , )NQ N N  = 
 
 

  


  
21 2 2 21 1

2 12 211

r K K

K
; 

2 1 2( , )NQ N N  = 


 2 21 2
2 2 1

2 2

2
;

r r
r N N

K K
 d = 

2 1 2( , )NQ N N  = 

= 
 
 

 


  
2 2 21 1

2 12 211

r K K

K
; 

1,2 = 

   

 

    
 

  

1 2
1 12 2 2 21 1

1 2

12 212 1

r r
K K K K

K K
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2

1 2
1 12 2 2 21 1

1 2

12 21

1 2 1 12 2 2 21 1

1 2 12 21

2 1

.
1

r r
K K K K

K K

r r K K K K

K K

      
  

   
  

 
   


  

            (1.49) 

Ïðîàíàë³çóºìî âèðàç äëÿ ïîêàçíèê³â Ëÿïóíîâà (1.49): 

– ïðè  

   

 

 
     

  
  

2

1 2
1 12 2 2 21 1

1 2

12 214 1

r r
K K K K

K K
  

 
      1 2 1 12 2 2 21 1

1 2

r r K K K K

K K
 çíà÷åííÿ ï³äêîðåíåâîãî âèðàçó äî-

äàòíå ³ âåëè÷èíè 1,2 º ä³éñíèìè ÷èñëàìè. Ó öüîìó âèïàäêó çà 

áóäü-ÿêèõ çíà÷åíü ïàðàìåòð³â ìîäåë³ âåëè÷èíè 1,2 < 0, îñê³ëüêè 

   

 

1 2
1 12 2 2 21 1

1 2

12 21

0
2 1

r r
K K K K

K K
    

 
  

, ³ ñòàö³îíàðíèé ñòàí º ñò³é-

êèì âóçëîì; 

– ïðè 

   

 

2

1 2
1 12 2 2 21 1

1 2

12 214 1

r r
K K K K

K K

 
     

  
  

 

 
      1 2 1 12 2 2 21 1

1 2

r r K K K K

K K
 çíà÷åííÿ ï³äêîðåíåâîãî âèðàçó 

â³ä’ºìíå ³ âåëè÷èíè 1,2 º êîìïëåêñíî-ñïðÿæåíèìè ÷èñëàìè. Ó 
òàêîìó ðàç³ ñòàö³îíàðíèé ñòàí º ñò³éêèì ôîêóñîì, îñê³ëüêè ä³é-

ñíà ÷àñòèíà çàâæäè Re 1,2 = 

   

 

    


  

1 2
1 12 2 2 21 1

1 2

12 212 1

r r
K K K K

K K
 < 0. 

Íà ðèñ. 1.15 ³ 1.16 çîáðàæåíî ê³íåòè÷í³ êðèâ³ òà ôàçîâó òðàºê-

òîð³þ ÷èñåëüíîñò³ îáîõ ïîïóëÿö³é, ÿê³ ñï³â³ñíóþòü â îêîë³ ñòà-

ö³îíàðíîãî ñòàíó òèïó ñò³éêèé âóçîë 4 (1.47), äëÿ ìîäåë³ Ëîòêè–

Âîëüòåððà. 
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Çàâäàííÿ 1 äëÿ ñàìîñò³éíî¿ ðîáîòè. Äîñë³äèòè íà ñò³éê³ñòü 

ñòàö³îíàðí³ ñòàíè 2 ³ 3 (äèâ. âèðàçè 1.47) ìåòîäîì Ëÿïóíîâà ó 

ìîäåë³ Ëîòêè–Âîëüòåððà. 
Ïîáóäóâàòè ê³íåòè÷í³ êðèâ³ òà ôàçîâó òðàºêòîð³þ äëÿ ìîäåë³ 

Ëîòêè–Âîëüòåððà (1.45) â îêîë³ ñòàö³îíàðíîãî ñòàíó 4 (1.47) òè-

ïó ñò³éêèé ôîêóñ. 

Âñòàíîâèòè, çà ÿêèõ çíà÷åíü ïàðàìåòð³â ìîäåë³ Ëîòêè–Âîëü-

òåððà öÿ äîñë³äæóâàíà ñèñòåìà ìîæå áóòè òðèãåðíîþ. Ïîáóäóâà-

òè ¿¿ ôàçîâèé ïîðòðåò. 

Çàâäàííÿ 2 äëÿ ñàìîñò³éíî¿ ðîáîòè. Çíàéòè òà äîñë³äèòè íà 

ñò³éê³ñòü ñòàö³îíàðí³ ñòàíè äëÿ ìîäåë³ êîíêóðåíö³¿ äâîõ âèä³â, 

êîëè êîæíà ç ïîïóëÿö³é ìàº íèæíþ ãðàíè÷íó ÷èñåëüí³ñòü: 

   

   

1
1 1 1 1 1 1 12 1 2

2
2 2 2 2 2 2 21 1 2 1 1 2 2

,

, 0 , 0 .

dN
r N K N N L N N

dt

dN
r N K N N L N N L K L K

dt

     

         


 

Ïîáóäóâàòè á³ôóðêàö³éíó ä³àãðàìó, ê³íåòè÷í³ êðèâ³ òà ôàçîâó 

òðàºêòîð³þ äëÿ ö³º¿ ìîäåë³. Ïðîàíàë³çóâàòè îòðèìàí³ ðåçóëüòàòè. 

Çàâäàííÿ 3 äëÿ ñàìîñò³éíî¿ ðîáîòè. Çíàéòè òà äîñë³äèòè íà 

ñò³éê³ñòü ñòàö³îíàðí³ ñòàíè, ïîáóäóâàòè â³äïîâ³äí³ ê³íåòè÷í³ êðè-

â³ òà ôàçîâó òðàºêòîð³þ äëÿ ìîäåë³ Âîëüòåððà («õèæàê–æåðòâà»): 

  

Ðèñ. 1.15. Ê³íåòè÷í³ êðèâ³ N1(t) òà N2(t) äëÿ ìîäåë³ Ëîòêè–Âîëüòåððà (1.44) ó 
âèïàäêó áåçêîëèâàëüíîãî ðóõó 

Ðèñ. 1.16. Ôàçîâà òðàºêòîð³ÿ äëÿ ìîäåë³ Ëîòêè–Âîëüòåððà (1.44) ó âèïàäêó 
áåçêîëèâàëüíîãî ðóõó 
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,

,

dx
rx xy

dt

dy
qy xy

dt

   

    


                           (1.50) 

äå x – ÷èñåëüí³ñòü ïîïóëÿö³¿ æåðòâè (íàïðèêëàä, çàéö³â); y – 
÷èñåëüí³ñòü ïîïóëÿö³¿ õèæàêà (íàïðèêëàä, âîâê³â); r – øâèäê³ñòü 
íàðîäæåííÿ îñîáèí æåðòâè;  – øâèäê³ñòü çàãèáåë³ îñîáèí æåðò-
âè âíàñë³äîê ¿¿ ïî¿äàííÿ õèæàêîì; q – ñìåðòí³ñòü õèæàêà;  – 
øâèäê³ñòü çá³ëüøåííÿ îñîáèí õèæàêà âíàñë³äîê ïî¿äàííÿ îñîáèí 
æåðòâè òà åôåêòèâíîñò³ ïîäàëüøî¿ æèòòºä³ÿëüíîñò³ õèæàêà, ïî-
â’ÿçàíî¿ ç â³äòâîðåííÿì ïîòîìñòâà. 

Çâåðíóòè óâàãó íà òå, ùî ó äîñë³äæóâàí³é á³îëîã³÷í³é ñèñòåì³ 
(1.50) â³äáóâàþòüñÿ ìàë³ êîëèâàííÿ ÷èñåëüíîñò³ îñîáèí æåðòâè ³ 
õèæàêà, ÷àñòîòà ÿêèõ çàëåæèòü ëèøå â³ä êîåô³ö³ºíò³â íàðîäæåí-
íÿ îñîáèí æåðòâè òà ñìåðòíîñò³ îñîáèí õèæàêà, à çì³íà ¿õ ÷è-
ñåëüíîñò³ ç ÷àñîì ïåðåáóâàº ó ïðîòèôàç³. 

Çàâäàííÿ 4 äëÿ ñàìîñò³éíî¿ ðîáîòè. Ïîáóäóâàòè ìîäåëü ñï³â-
³ñíóâàííÿ â îçåð³ äâîõ âèä³â ðèá – ùóêè ³ êàðàñÿ. Çíàéòè òà äî-
ñë³äèòè íà ñò³éê³ñòü ñòàö³îíàðí³ ñòàíè, ïîáóäóâàòè â³äïîâ³äí³ ê³-
íåòè÷í³ êðèâ³ òà ôàçîâó òðàºêòîð³þ äëÿ ö³º¿ ìîäåë³. Ïðîàíàë³çó-
âàòè îòðèìàí³ ðåçóëüòàòè. 

Ïðèêëàä 3. Ìîäåëü ïåðåêëþ÷åííÿ Æàêîáà–Ìîíî. Âàæëèâîþ 
îñîáëèâ³ñòþ á³îëîã³÷íèõ ñèñòåì º ¿õ çäàòí³ñòü ïåðåêëþ÷àòèñü ³ç 
îäíîãî ðåæèìó ôóíêö³îíóâàííÿ íà ³íøèé âíàñë³äîê ïåðåá³ãó á³î-
õ³ì³÷íèõ ðåàêö³é òà çì³íè ô³çèêî-õ³ì³÷íèõ ÷èííèê³â – òåìïåðà-
òóðè, ðÍ òà ³í. Íàïðèêëàä, ó á³ëüøîñò³ êîìàõ îäèí îðãàí³çì ìî-
æå ³ñíóâàòè ó âèãëÿä³ ãóñåí³, ëÿëå÷êè ³ ìåòåëèêà. Òàêèé ïåðåõ³ä 
â³äáóâàºòüñÿ ïîñë³äîâíî ï³ä êîíòðîëåì ãåíåòè÷íîãî êîäó. Äèôå-
ðåíö³þâàííÿ êë³òèí ³ òêàíèí âèíèêàþòü âíàñë³äîê ïîä³ëó ç îä-
íîãî òèïó êë³òèí, àëå çãîäîì êîæíà ç íèõ âèêîíóº ñâî¿ ïåâí³ 
ôóíêö³¿. Öå â³äïîâ³äàº ³ñíóâàííþ ó á³îñèñòåì³ äåê³ëüêîõ ñò³éêèõ 
ñòàö³îíàðíèõ ñòàí³â, ì³æ ÿêèìè ìîæëèâ³ ïåðåõîäè ÷åðåç íåñò³é-
êèé ñòàö³îíàðíèé ñòàí òèïó ñ³äëî. 

ßê ïðèêëàä òðèãåðíî¿ á³îñèñòåìè, ðîçãëÿíåìî ìîäåëü ïåðå-
êëþ÷åííÿ ñèíòåçó á³ëêà, çàñíîâàíó íà ðåãóëÿö³¿ ãåí³â. Ó áàêòåð³-
àëüí³é êë³òèí³ ôóíêö³îíóº ãåíåòè÷íà ðåãóëÿòîðíà ñèñòåìà – îïå-
ðîí. Ñóêóïí³ñòü ñòðóêòóðíèõ ãåí³â, ÿê³ â³äïîâ³äàþòü çà ñèíòåç 
ôóíêö³îíàëüíèõ á³ëê³â, îá’ºäíàíà ç òàê çâàíèìè ãåíîì-ðåãóëÿòî-
ðîì ³ ãåíîì-îïåðàòîðîì. Îïåðîíîì íàçèâàºòüñÿ ñèñòåìà, ÿêà 
ñêëàäàºòüñÿ ç ãåíà-îïåðàòîðà ³ ñòðóêòóðíèõ ãåí³â. Ó êë³òèíàõ, ùî 
ðîçâèâàþòüñÿ, â³äáóâàºòüñÿ ïåðåêëþ÷åííÿ ñèíòåçó á³ëêà, äî äå-
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ÿêî¿ ñòàä³¿ ðîçâèòêó ñèíòåçóþòüñÿ îäí³ á³ëêè, ïîò³ì – ³íø³. Òàê³ 
ïðîöåñè º âèçíà÷àëüíèìè äëÿ äèôåðåíö³þâàííÿ êë³òèí. 

Ìîäåëü ïåðåêëþ÷åííÿ çàïðîïîíóâàëè Ô. Æàêîá ³ Æ. Ìîíî. 
Âîíà ïðåäñòàâëÿº ñîáîþ ñèñòåìó ç äâîõ îïåðîí³â, ùî ïðàöþº 
õðåñò-íàâõðåñò (ðèñ. 1.17). Ïåðøèé îïåðîí ñèíòåçóº á³ëîê-ôåðìåíò 
Å1, ÿêèé êàòàë³çóº ïåðåòâîðåííÿ ñóáñòðàòó S1 ó ïðîäóêò Ð1. Ó ñâîþ 
÷åðãó, ïðîäóêò Ð1 º êîðåïðåñîðîì äëÿ äðóãîãî îïåðîíà, ÿêèé àêòè-
âóº éîãî ðåïðåñîð. Äðóãèé îïåðîí ñèíòåçóº ôåðìåíò Å2, ÿêèé ïåðå-
òâîðþº ñóáñòðàò S2 ó ïðîäóêò Ð2. Íàðåøò³, ïðîäóêò Ð2 àêòèâóº ðåï-
ðåñîð ïåðøîãî îïåðîíà. 

Çàïèøåìî ñïðîùåí³ ê³íåòè÷í³ ð³âíÿííÿ öüîãî ïðîöåñó. Çà-
óâàæèìî, ùî â³í îáìåæåíèé íàéïîâ³ëüí³øèìè éîãî ñòàä³ÿìè – 
ñèíòåçîì ìÐÍÊ òà ôåðìåíò³â. Íåõàé øâèäê³ñòü çá³ëüøåííÿ 
ê³ëüêîñò³ ìÐÍÊ ã³ïåðáîë³÷íî çàëåæèòü â³ä ê³ëüêîñò³ ïðîäóêòà Ð, 
ÿêèé àêòèâóº ðåïðåñîð (òîáòî â³ä ê³ëüêîñò³ ôåðìåíòó, ùî âèçíà-
÷àº ñèíòåç Ð). ßêùî ïîçíà÷èòè ÷åðåç õ1 êîíöåíòðàö³þ ìÐÍÊ, 
ÿêó âèðîáëÿº ïåðøèé îïåðîí, õ2 – êîíöåíòðàö³þ ìÐÍÊ äëÿ 
äðóãîãî îïåðîíà, ó1 òà ó2 – êîíöåíòðàö³¿ â³äïîâ³äíèõ ôåðìåíò³â 
Å1 ³ Å2, òî äëÿ äèíàì³êè ìÐÍÊ îòðèìóºìî ñèñòåìó íåë³í³éíèõ 
äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó (ñèìåòðè÷íèé âèïàäîê): 

1
1

2

2
2

1

,

.

dx A
kx

dt B y

dx A
kx

dt B y

   

  
 

                      (1.51) 

 

Ðèñ. 1.17. Ìîäåëü ïåðåêëþ÷åííÿ Æàêîáà–Ìîíî (âçàºìîðåãóëÿö³¿ äâîõ ñèñ-
òåì ñèíòåçó ôåðìåíò³â) 
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Äîäàíêàìè —kxi (i = 1, 2) îïèñóºòüñÿ ðîçïàäàííÿ ìÐÍÊ. 
Øâèäêîñò³ ñèíòåçó ôåðìåíò³â (ìàòðè÷íèé ñèíòåç íà ìÐÍÊ) çà-
äîâîëüíÿþòü ë³í³éíèì äèôåðåíö³àëüíèì ð³âíÿííÿì ïåðøîãî ïî-
ðÿäêó (ñèìåòðè÷íèé âèïàäîê) 

1
1 1

2
2 2

,

,

dy
ax by

dt

dy
ax by

dt

  

  


                             (1.52) 

äå À, B, k, a òà b – äåÿê³ ñòàë³ êîåô³ö³ºíòè. 
Ïðèð³âíþþ÷è ïîõ³äí³ äî íóëÿ ó ð³âíÿííÿõ ñèñòåì (1.51) ³ 

(1.52), çíàéäåìî ñòàö³îíàðí³ ñòàíè ìîäåë³ 

  
               

2

1 2 1 2

2 1

i 0
4 2

a A a A B aA B
y y y y

kb B y kb B y kb
. 

(1.53) 

Çðîçóì³ëî, ùî çà íàÿâíîñò³ ºäèíîãî ñòàö³îíàðíîãî ñòàíó í³-
ÿêîãî ïåðåêëþ÷åííÿ â ñèñòåì³ íå â³äáóâàºòüñÿ. Îäíàê ÿêùî áëî-
êóâàííÿ ãåíà-îïåðàòîðà ïîòðåáóº êîîïåðàòèâíî¿ ä³¿ ðåïðåñîðà, 
òîáòî îäíî÷àñíî¿ ïîñàäêè äåê³ëüêîõ ìîëåêóë ðåïðåñîðà íà îïå-
ðàòîð, ñèòóàö³ÿ ð³çêî çì³íþºòüñÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ ðåïðåñ³¿ 
íåîáõ³äíî äâ³ ìîëåêóëè ðåïðåñîðà, òîä³ ñèñòåìó ê³íåòè÷íèõ ð³â-
íÿíü (1.51) ïîòð³áíî çì³íèòè òàê (ñèñòåìà ð³âíÿíü (1.52) çáåð³ãà-
ºòüñÿ): 

1
12

2

2
22

1

,

.

dx A
kx

dt B y

dx A
kx

dt B y

   

  
 

                         (1.54) 

Ó öüîìó âèïàäêó ð³âíÿííÿ ³çîêë³í ìàþòü âèãëÿä 

1 22 2
2 1

i
a A a A

y y
kb kbB y B y

 
 

.                (1.55) 

Ç ðèñ. 1.18 áà÷èìî, ùî ³ñíóº ïðèíàéìí³ òðè (äîäàòí³) òî÷- 
êè ïåðåòèíó ãîëîâíèõ ³çîêë³í. Öåíòðàëüíà òî÷êà 1 íåñò³éêà (ñ³ä-
ëî) – íåçíà÷íà çì³íà ó1 ÷è ó2 ïåðåâîäèòü ñèñòåìó ó ñò³éê³ òî÷- 
êè 2 ÷è 3 (âóçëè). Òàêèì ÷èíîì, äîñë³äæóâàíà á³îñèñòåìà º òðè-
ãåðíîþ – âîíà ìîæå ïåðåêëþ÷àòèñÿ ç³ ñòàö³îíàðíîãî ñòàíó,  
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Ðèñ. 1.18. Ñòàö³îíàðí³ ñòàíè ìîäåë³ 
âèçíà÷àþòüñÿ òî÷êàìè ïåðåòèíó ãî-
ëîâíèõ ³çîêë³í (1.55) 

 
 
ó ÿêîìó ñèíòåçóºòüñÿ ïåðåâàæ-
íî á³ëîê Å1, ó ñòàö³îíàðíèé 
ñòàí, ÿêèé â³äïîâ³äàº ñèíòåçó 
á³ëêà Å2. 

Óñ³ ìîæëèâ³ ñòàö³îíàðí³ 
ñòàíè ìîäåë³ âèçíà÷àþòüñÿ ³ç 
ñèñòåìè íåë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷-
íèõ ð³âíÿíü: 

 

1 2
2

2 2 5 4 2 2 2 3 2
2 2 2 2

2 2 3 2 2 2
2

,

2 2

0.

a A
y

kb B y

Bk b y Akbay B k b y ABkbay

A a B k b y AB kba

  
    
               (1.56) 

Çàâäàííÿ 1 äëÿ ñàìîñò³éíî¿ ðîáîòè. Ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü ãå-
íåòè÷íîãî òðèãåðà, ùî ´ðóíòóºòüñÿ íà á³îõ³ì³÷í³é ðåãóëÿö³¿ á³ë-
êîâîãî ñèíòåçó â ïðîêàð³îò, ìàº âèãëÿä 

1 1
12

2

2 2
22

1

,
1

,
1

dx A
x

dt x

dx A
x

dt x

   

  
 

 

äå õ1 ³ õ2 – áåçðîçì³ðí³ êîíöåíòðàö³¿ ñïåöèô³÷íèõ ìåòàáîë³ò³â – 
êîðåïðåñîð³â ïðîäóêò³â Ð1 ³ Ð2 â³äïîâ³äíî. Ïàðàìåòðè À1 ³ À2 çà-
ëåæàòü â³ä ñóáñòðàò³â S1 ³ S2, àêòèâíîñò³ é âì³ñòó ôåðìåíò³â Å1 ³ 
Å2 áàçîâîãî ìåòàáîë³çìó. 

Äîñë³äèòè òà ïðîàíàë³çóâàòè öþ ìîäåëü çàëåæíî â³ä çíà÷åííÿ 
ïàðàìåòðà À1 = À2 = 2 (ñèìåòðè÷íèé âèïàäîê). Ïîáóäóâàòè ôàçî-
âèé ïîðòðåò ñèñòåìè. 

Çàâäàííÿ 2 äëÿ ñàìîñò³éíî¿ ðîáîòè. Îõàðàêòåðèçóºìî çàãàëü-
íèé ôîí çàáðóäíåííÿ ³ ñòàí íàâêîëèøíüîãî ñåðåäîâèùà ÷èñëî-
âèìè âåëè÷èíàìè, ÿê³ íàçâåìî êîíöåíòðàö³ºþ çàáðóäíåííÿ (P) 
òà ãóñòîòîþ á³îìàñè (E) â³äïîâ³äíî. ßêùî ïðèïóñòèòè, ùî ³ñíóº 
ïîñò³éíå äæåðåëî çàáðóäíåííÿ, îïèøåìî ïðîöåñ åì³ñ³¿ çàáðóä-
íåííÿ äèôåðåíö³àëüíèì ð³âíÿííÿì 
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,
dP

a bP
d

 

äå à – ïîòóæí³ñòü äæåðåëà çàáðóäíåííÿ çà îäèíèöþ ÷àñó; b – 
êîåô³ö³ºíò ë³êâ³äàö³¿ çàáðóäíåííÿ (ïðèðîäíà äèñèïàö³ÿ). 

Ââàæàòèìåìî, ùî çàáðóäíåííÿ ïîñò³éíî âçàºìîä³º ç íàâêî-
ëèøí³ì ñåðåäîâèùåì, ÿêå âèÿâëÿº î÷èñíèé âïëèâ íà çàáðóäíåí-
íÿ; ñèñòåìà çàáðóäíåííÿ–íàâêîëèøíº ñåðåäîâèùå ââàæàºòüñÿ 
çàêðèòîþ. Òîä³ ïðîöåñ âçàºìîä³¿ îïèñóþòü òàêîþ ñèñòåìîþ äè-
ôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü: 

( , ),

( ) ( , ),

dP
a bP f P E

d

dE
g E h E P

d

    

  
 

 

äå ( , ) 0f P E   – ôóíêö³îíàëüíèé äîäàíîê, ÿêèé îïèñóº àáñîð-

áóâàííÿ ³ ïåðåðîáëåííÿ çàáðóäíåííÿ íàâêîëèøíüîãî ñåðåäîâèùà; 

( )g E  – ôóíêö³ÿ, ÿêà îïèñóº äèíàì³êó éîãî ñòàíó çà â³äñóòíîñò³ 

çàáðóäíåííÿ; ( , ) 0h E P   – ôóíêö³îíàëüíèé äîäàíîê, ÿêèé îïè-

ñóº äåñòðóêòèâíèé âïëèâ çàáðóäíåííÿ íà íàâêîëèøíº ñåðåäî-
âèùå. 

Ðåàêö³þ íàâêîëèøíüîãî ñåðåäîâèùà çà â³äñóòíîñò³ çàáðóäíåííÿ 
îïèøåìî ëîã³ñòè÷íèì ð³âíÿííÿì, à ÿê ôóíêö³îíàëüí³ ìîäåë³ 
âçàºìîä³¿ ì³æ çàáðóäíåííÿì ³ íàâêîëèøí³ì ñåðåäîâèùåì îáåðå-

ìî á³ë³í³éí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ: ( , )f P E cPE  ³ ( , )h E P dEP  (ñ ³ 

ð – â³äïîâ³äí³ êîåô³ö³ºíòè âçàºìîä³¿). Ç óðàõóâàííÿì çðîáëåíèõ 
ïðèïóùåíü îòðèìàºìî 

,

1 .

dP
a bP cPE

d

dE E
rE dEP

d K

    


        

 

Ïåðåéäåìî äî áåçðîçì³ðíèõ çì³ííèõ ó ö³é ñèñòåì³ òàêèìè çà-
ì³íàìè: 

2
, , , , , .

bx by ad r r
P E bt

d c b cKb
           

Çðåøòîþ îòðèìàºìî íàéïðîñò³øó ìîäåëü âçàºìîä³¿ çàáðóäíåííÿ 
ç íàâêîëèøí³ì ñåðåäîâèùåì: 
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  2

,

.

dx
x xy

dt

dy
y x y

dt

    

     


 

Öÿ ñèñòåìà ð³âíÿíü º ìîäåëëþ «õèæàê–æåðòâà», ó ÿê³é æåðò-
âîþ º çàáðóäíåííÿ, à õèæàêîì – á³îëîã³÷íî àêòèâíå íàâêîëèø-
íº ñåðåäîâèùå. 

Çíàéòè ³ äîñë³äèòè íà ñò³éê³ñòü ñòàö³îíàðí³ ñòàíè, ïîáóäóâàòè 
â³äïîâ³äí³ ê³íåòè÷í³ êðèâ³ òà ôàçîâó òðàºêòîð³þ äëÿ ö³º¿ ìîäåë³. 
Ïðîàíàë³çóâàòè îòðèìàí³ ðåçóëüòàòè çàëåæíî â³ä ïàðàìåòð³â ìî-

äåë³  ,  ³ . 
Ïðèêëàä 4. Ðîçãëÿíåìî àâòîêîëèâàëüíó á³îõ³ì³÷íó ñèñòåìó – 

ãë³êîë³òè÷íèé ëàíöþã. Àâòîêîëèâàëüíèìè íàçèâàþòüñÿ ñèñòåìè, ó 
ÿêèõ âèíèêàþòü ³ ï³äòðèìóþòüñÿ íåçãàñàþ÷³ êîëèâàííÿ (ñòàë³ 
ïåð³îä ³ àìïë³òóäà) âíàñë³äîê ³ñíóâàííÿ âíóòð³øí³õ äæåðåë åíåð-
ã³¿ ñèñòåìè (íàïðèêëàä, íóêëåîçèäòðèôîñôàòó ÀÒÔ), à íå çà ä³¿ 
ïåð³îäè÷íî¿ çîâí³øíüî¿ ñèëè. Íà ôàçîâ³é ïëîùèí³ öüîìó òèïó 
ïîâåä³íêè çì³ííèõ â³äïîâ³äàº òàê çâàíèé ãðàíè÷íèé öèêë – ³çî-

ëüîâàíà çàìêíåíà êðèâà, äî ÿêî¿ ç ÷àñîì (ïðè t  ) íàáëèæà-
þòüñÿ óñ³ ðîçâ’ÿçêè çàäà÷³. Ãðàíè÷íèé öèêë º ñòàö³îíàðíèì ðå-
æèìîì ôóíêö³îíóâàííÿ ñèñòåìè ç ïåâíîþ àìïë³òóäîþ, ÿêà íå 
çàëåæèòü â³ä ïî÷àòêîâèõ óìîâ, à âèçíà÷àºòüñÿ ëèøå îðãàí³çàö³ºþ 
ñàìî¿ ñèñòåìè. 

Íàãàäàºìî, ùî ãë³êîë³ç – öå ñêëàäíèé áàãàòîñòàä³éíèé ïðî-
öåñ, óíàñë³äîê ÿêîãî ãëþêîçà (Ãë) ïåðåòâîðþºòüñÿ íà ï³ðóâàò. 
Íàäëèøîê â³ëüíî¿ åíåðã³¿ ó ïðîöåñ³ ãë³êîë³çó íà îäíó ìîëåêóëó 
øåñòèâóãëåöåâîãî öóêðó ñïðèÿº óòâîðåííþ äâîõ ìîëåêóë ÀÒÔ 
(àíàåðîáíèé ïðîöåñ). Âèð³øàëüíó ðîëü ó ãåíåðàö³¿ êîëèâàíü 
êîíöåíòðàö³é ôðóêòîçî-6-ôîñôàòó (Ô6Ô) òà ôðóêòîçî-1,6-á³ôîñ-
ôàòó (ÔÁÔ), ÿê íàéïîâ³ëüí³øèõ ñòàä³é ïðè ãë³êîë³ç³ (çà òàêî-
ãî ïðèïóùåííÿ), â³ä³ãðàº ôåðìåíò ôîñôîôðóêòîê³íàçà (ÔÔÊ). 
Ñïðîùåíà ñõåìà ïðîöåñó ãë³êîë³çó ìàº âèãëÿä 

  1 2Ãë Ô6Ô ÔÁÔ ,E E           (1.57) 

äå Å1 – ÔÔÊ; Å2 – äåÿêèé ôåðìåíò. 
Ââåäåìî òàê³ ïîçíà÷åííÿ: k – øâèäê³ñòü íàäõîäæåííÿ ñóá-

ñòðàòó Ô6Ô êîíöåíòðàö³¿ x; 
Mx My

x y

K x K y
 

 
 – øâèäê³ñòü ïå-

ðåòâîðåííÿ Ô6Ô ó ïðîäóêò ÔÁÔ, êîíöåíòðàö³ÿ ÿêîãî ó ( – ìàê-
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ñèìàëüíà øâèäê³ñòü ðåàêö³¿ ïðè ïîâíîìó íàñè÷åí³ ñóáñòðàòîì; 

ÊÌõ ³ ÊÌó – â³äïîâ³äí³ êîíñòàíòè Ì³õàåë³ñà); 
My

y
q

K y 
 – øâèä-

ê³ñòü âèòðàòè ÔÁÔ ó íàñòóïí³é ñòàä³¿ (q – ìàêñèìàëüíà øâèä-

ê³ñòü ðåàêö³¿ ó öüîìó âèïàäêó; MyK   – êîíñòàíòà Ì³õàåë³ñà). 

Îòæå, çì³íà êîíöåíòðàö³é x òà y ðå÷îâèí Ô6Ô òà ÔÁÔ â³ä-
ïîâ³äíî º îñíîâíèì ðåãóëþâàëüíèì ÷èííèêîì ïåðåá³ãó ãë³êîë³çó. 
Òîä³ äëÿ ïîâ³ëüíèõ çì³ííèõ x òà y îòðèìóºìî òàêó ñèñòåìó ê³íå-
òè÷íèõ ð³âíÿíü: 

,

.

Mx My

Mx My My

dx x y
k

dt K x K y

dy x y y
q

dt K x K y K y

     

   
   

             (1.58) 

Ñèñòåìó (1.58) ìîæíà ñïðîñòèòè, ïðèïóñòèâøè, ùî ÊÌõ  õ ³ 
ÊÌó  ó òà ïðîâåñòè òàêó çàì³íó çì³ííèõ: 

; ; .
( ) ( )

My My

Mx My Mx My My

tk K x K q k
t x y y

K K q k K K q k kK

       
 

    (1.59) 

Ó ðåçóëüòàò³ ìàºìî (øòðèõè á³ëÿ çì³ííèõ , ,t x y  îïóñêàºìî) 

1 ( , ),

1
( , ),

1

dx
xy P x y

dt

dy r
y x Q x y

dt ry

   
         

                  (1.60) 

äå 

2

2

( )
; .

Mx My

My

q k K K k
r

q kK k


  

 
 

Çíàéäåìî êîîðäèíàòè ñòàö³îíàðíîãî ñòàíó äîñë³äæóâàíî¿ ñèñ-
òåìè (1.60): 

1 0,

1.1
0

1

xy

x yr
y x

ry

 
         

                (1.61) 

Äîñë³äèìî éîãî íà ñò³éê³ñòü ìåòîäîì Ëÿïóíîâà: 

( , )xP x y  =  ;y  ( , )xa P x y  1;  ( , )yP x y  =  ;x  ( ,yb P x )y  1;  



§ 5. Приклади математичних моделей біологічних процесів, що описуються … 
 

 

 49 

 ( , )xQ x y  =  ;y  ( , ) ;xc Q x y    ( , )yQ x y  = 
 

   
  

2

1
;

1

r
x

ry
 

d   ( ,yQ x  )
1

r
y

r





; 

2

1,2

4
1 1

1 1 1
.

2

r r

r r r

                        (1.62) 

Ç âèðàçó (1.62) âèïëèâàº, ùî çà 

2
4

1
1 1

r

r r

      
 ñïîñòåð³-

ãàºòüñÿ ñòàö³îíàðíèé ñòàí òèïó ôîêóñ. ßêùî 1
1

r

r





, òî ôîêóñ 

ñò³éêèé; 1
1

r

r





 – ôîêóñ, íàâïàêè, íåñò³éêèé, ³ â îêîë³ ñòàö³î-

íàðíîãî ñòàíó âèíèêàº ãðàíè÷íèé öèêë. Çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà 

  
1

1
r

 º á³ôóðêàö³éíèì: â³í â³ää³ëÿº ä³ëÿíêó çíà÷åíü ïàðàìåò-

ð³â ñèñòåìè, çà ÿêèõ ó ñèñòåì³ ³ñíóþòü ëèøå çãàñàþ÷³ êîëèâàííÿ, 
â³ä ò³º¿ ä³ëÿíêè, äå â³äáóâàþòüñÿ àâòîêîëèâàííÿ. Çàçíà÷èìî, ùî 

÷àñòîòà öèõ êîëèâàíü äîð³âíþº 

2
4

1
1 1

r

r r

      
. 

Íà ðèñ. 1.19 ³ 1.20 íàâåäåíî ê³íåòè÷í³ êðèâ³ òà ôàçîâó òðàºêòî-
ð³þ äëÿ ìîäåë³ ãë³êîë³çó (1.60) ï³ä ÷àñ ðåàë³çàö³¿ ãðàíè÷íîãî öèêëó. 

Ç ðèñ. 1.19 áà÷èìî, ùî ó äîñë³äæóâàí³é ìîäåëüí³é ñèñòåì³ â³ä-
áóâàþòüñÿ íåçãàñàþ÷³ êîëèâàëüí³ ïðîöåñè (àâòîêîëèâàííÿ) êîí- 

 
 
 

 
 
 
 

 

Ðèñ. 1.19. Ê³íåòè÷í³ êðèâ³ 
x(t) òà y(t) äëÿ ìîäåë³ ãë³-
êîë³çó (1.60) ïðè ðåàë³çàö³¿ 
ãðàíè÷íîãî öèêëó  
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Ðèñ. 1.20. Ôàçîâà òðàºêòîð³ÿ äëÿ ìî-
äåë³ ãë³êîë³çó (1.60) ïðè ðåàë³çàö³¿ 
ãðàíè÷íîãî öèêëó 

 

öåíòðàö³é x òà y ñïîëóê Ô6Ô 
òà ÔÁÔ â³äïîâ³äíî çà ðàõóíîê 
âíóòð³øíüîãî äæåðåëà åíåðã³¿. 

Çàâäàííÿ 1 äëÿ ñàìîñò³éíî¿ 
ðîáîòè. Ïîáóäóâàòè ê³íåòè÷í³ 
êðèâ³ òà ôàçîâó òðàºêòîð³þ äëÿ 
ìîäåë³ ãë³êîë³çó (1.60) â îêîë³ 
ñòàö³îíàðíîãî ñòàíó òèïó ñò³é-
êèé ôîêóñ. 

Çàâäàííÿ 2 äëÿ ñàìîñò³éíî¿ 
ðîáîòè. Äîñë³äèòè é ïðîàíàë³-
çóâàòè ìîäåëü âçàºìîä³þ÷èõ ïî-
ïóëÿö³é «õèæàê–æåðòâà» (äèâ. 
(1.50)), â ÿê³é ïðèïóñêàºòüñÿ 
ñàìîîáìåæåííÿ ó ïîïóëÿö³¿ 
æåðòâ (çàäàºòüñÿ ó âèãëÿä³ ã³-
ïåðáîë³÷íî¿ ôóíêö³¿) òà âðàõî-
âóºòüñÿ âíóòð³øíüîâèäîâà êîí-
êóðåíö³ÿ (ìîäåëü Áàçèê³íà) 

2

2

,
1

.
1

dx xy
rx x

dt px

dy xy
qy y

dt px

     
      
 

 

Çàóâàæåííÿ. Çàëåæíî â³ä ñï³ââ³äíîøåííÿ ì³æ ïàðàìåòðàìè ó 
ö³é ìîäåë³ ê³ëüê³ñòü ñòàö³îíàðíèõ ñòàí³â çá³ëüøóºòüñÿ äî ï’ÿòè, 
îäèí ç ÿêèõ ìîæå áóòè íåñò³éêèì ôîêóñîì, îòî÷åíèì ñò³éêèì 
ãðàíè÷íèì öèêëîì.  

Çàâäàííÿ 3 äëÿ ñàìîñò³éíî¿ ðîáîòè. Äîñë³äèòè é ïðîàíàë³çóâà-
òè ìîäåëü ïîøèðåííÿ íåðâîâîãî ³ìïóëüñó (ìîäåëü Ô³òöÕüþ–Íàãóìî). 

Â³äîìî, ùî îñíîâíîþ âëàñòèâ³ñòþ íåðâîâèõ êë³òèí º ¿õ çäàò-
í³ñòü ïðîâîäèòè íåðâîâèé ³ìïóëüñ – åëåêòðè÷íó õâèëþ, ÿêà ïî-
øèðþºòüñÿ íåðâîâèì âîëîêíîì. Òàêå ïîøèðåííÿ – îäèí ³ç 
ïðèêëàä³â àâòîõâèëüîâèõ ïðîöåñ³â ó æèâèõ ñèñòåìàõ (àêòèâíèõ 
á³îëîã³÷íèõ ñåðåäîâèùàõ – ñåðöåâîìó ì’ÿç³, òêàíèíàõ ìîçêó). Ìî-
äåëü Ô³òöÕüþ–Íàãóìî º ñïðîùåíîþ ìîäåëëþ Õîäæê³íà–Õàêñë³: 
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( )( 1) ,

,

dx
x a x x y Ia

dt

dy
bx cy

dt

     

  


 

äå x âèêîíóº ðîëü ìåìáðàííîãî ïîòåíö³àëó; ó õàðàêòåðèçóº íåë³-
í³éí³ âëàñòèâîñò³ ïðîâ³äíîñò³ ìåìáðàíè äëÿ óñ³õ òèï³â ³îí³â (âè-
êîíóº ðîëü óñ³õ òðüîõ çì³ííèõ m, n, h, ùî çì³íþþòüñÿ â³ä 0 äî 1 
ó ìîäåë³ Õîäæê³íà–Õàêñë³; âåëè÷èíà 0 < a < 1 – ïîðîãîâå çíà-
÷åííÿ ïîòåíö³àëó; Ia – ñòðóì, ïðèêëàäåíèé äî ìåìáðàíè; b ³ 
c – äåÿê³ êîíñòàíòè. 

Ðîçãëÿíóòè òàê³ âèïàäêè: 1) êîëè çíà÷åííÿ ìåìáðàííîãî ïî-
òåíö³àëó ïåðåâèùóº ïåâíèé ïîð³ã, òîáòî x > a – íàäïîðîãîâå 
çáóäæåííÿ; 2) êîëè x < a – ïîòåíö³àë çãàñàº, òîáòî ñèñòåìà ïî-
âåðòàºòüñÿ ó ñòàí ñïîêîþ. 

Ïðèêëàä 5. Åâîëþö³éíà ìîäåëü Åéãåíà ç óðàõóâàííÿì ìóòàö³é. 
Íàãàäàºìî, ùî òåîð³ÿ åâîëþö³¿ íàìàãàºòüñÿ ðîçâ’ÿçàòè ïðîáëåìó 
âèíèêíåííÿ æèòòÿ òà á³îëîã³÷íî¿ ³íôîðìàö³¿, åâîëþö³þ á³îñôåðè 
çàãàëîì ³ ðîçâèòêó îêðåìèõ âèä³â. Íà äåÿêèõ åòàïàõ åâîëþö³¿ ó 
ïðîöåñ³ âèíèêíåííÿ æèâèõ îá’ºêò³â, íîâèõ ôåðìåíòàòèâíèõ ñèñ-
òåì âèíèêàº é íîâà ³íôîðìàö³ÿ. Âèïàäêîâå âèíèêíåííÿ âåëèêî¿, 
à ãîëîâíî – ö³ííî¿ ³íôîðìàö³¿ äóæå ìàëîéìîâ³ðíå. Çã³äíî ç 
ïðèíöèïîì «åâîëþö³éíî¿ íåïåðåðâíîñò³», ìàëîéìîâ³ðíèõ ïîä³é â 
åâîëþö³¿ âçàãàë³ íå áóâàº, îñê³ëüêè âîíà â³äáóâàºòüñÿ ïîñòóïîâî ³ 
ïîñë³äîâíî. Ìîæëèâèé øëÿõ äî âèð³øåííÿ ö³º¿ ïðîáëåìè çàïðî-
ïîíóâàâ ó ñâ³é ÷àñ Ì. Åéãåí. Â³í óâ³â ïîíÿòòÿ «ã³ïåðöèêë», ùî 
îçíà÷àº á³ëêîâîíóêëåîòèäíèé êîìïëåêñ, ó ÿêîìó á³ëîê ñïðèÿº 
êîìïëåìåíòàðí³é àâòîðåïðîäóêö³¿, à ïîë³íóêëåîòèä «êàòàë³çóº» 
ñèíòåç öüîãî á³ëêà. Ã³ïåðöèêëè º ïðîì³æíèìè (ì³æ æèâèìè òà 
íåæèâèìè) îá’ºêòàìè. 

Ïðîáëåìó â³äáîðó íà ð³âí³ äâîõ ã³ïåðöèêë³â, ùî êîíêóðóþòü, 
ó òåîð³¿ åâîëþö³¿ ðîçãëÿíåìî â ìåæàõ ìîäåë³ Åéãåíà: 

1
1 1 12 1 2 1 2

2
2 2 21 1 2 2 1

,

,

dx
k x x x x

dt

dx
k x x x x

dt

     

     


                (1.63) 

äå õ1 ³ õ2 – êîíöåíòðàö³¿ ã³ïåðöèêë³â 1- ³ 2-ãî âèä³â â³äïîâ³äíî; k1 
³ k2 – êîåô³ö³ºíòè øâèäêîñò³ ðîçìíîæåííÿ ã³ïåðöèêë³â 1- ³ 2-ãî 

âèä³â â³äïîâ³äíî; 12 ³ 21 – êîåô³ö³ºíòè ì³æâèäîâî¿ êîíêóðåíö³¿ 
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ã³ïåðöèêë³â; 1 ³ 2 – êîåô³ö³ºíòè ìóòàö³¿, ÿê³ ïåðåâîäÿòü ã³ïåð-
öèêë îäíîãî âèäó â ³íøèé. 

Ââàæàòèìåìî, ùî äîñë³äæóâàí³ ã³ïåðöèêëè º ð³âíîïðàâíèìè, 

òîáòî óñ³ êîåô³ö³ºíòè ki = k, ij =  òà i =  ( , 1, 2i j  ) ó ìîäåë³ 

(1.63) îäíàêîâ³ (ñèìåòðè÷íèé âèïàäîê). Òîä³ ñèñòåìà (1.63) äëÿ 
äâîõ âèä³â ã³ïåðöèêë³â, ùî êîíêóðóþòü, ìàòèìå âèãëÿä 

1
1 1 2 2 1 2

2
2 1 2 1 1 2

( , ),

( , ).

dx
kx x x x P x x

dt

dx
kx x x x Q x x

dt

      

      


             (1.64) 

Çíàéäåìî ñòàö³îíàðí³ ñòàíè äîñë³äæóâàíî¿ ñèñòåìè. ¯õ äâà: 

1

1 1 2 2

2 2 1 2 1

0
0

0.
0

dx
kx x x xdt

dx kx x x x

dt

      
   
       


  1 2x x  

            1) 1 0x  ³ 2 0x ; 

            2) 
 


1

k
x  ³ 

 


2

k
x . 

ßê áà÷èìî, ìîæëèâå ñï³â³ñíóâàííÿ îáîõ âèä³â ã³ïåðöèêë³â 
(ñòàö³îíàðíèé ñòàí 2). Äîñë³äèìî íà ñò³éê³ñòü öåé ñòàö³îíàðíèé 
ñòàí ñèñòåìè ìåòîäîì Ëÿïóíîâà: 

1 1 2( , )xP x x  =   2;k x   
2

1 2( , )
x

P x x  =   1 ;x  

1 1 2( , )xQ x x  =   2 ;x   
2 1 2( , )xQ x x  =   1.k x  

Òîä³ äëÿ ñòàö³îíàðíîãî ñòàíó 2 ìàºìî 

1 1 2( , ) ;xa P x x    
2 1 2( , ) ;xb P x x k    

1 1 2( , ) ;xc Q x x k    

 
2 1 2( , ) ;xd Q x x     1,2 .k   

          
(1.65) 

Òóò ìîæóòü ðåàë³çóâàòèñÿ äâà âèïàäêè: çàâæäè 2 k     < 0; 

ó âèïàäêó 1) 1 k     > 0 ñòàö³îíàðíèé ñòàí 2 º íåñò³éêèì (ñ³ä-

ëî); ó âèïàäêó 2) 1 k     < 0 ñòàö³îíàðíèé ñòàí 2 º ñò³éêèì 

(âóçîë). 
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Ðèñ. 1.21. Çì³íà ç ÷àñîì êîíöåíòðà-
ö³é ã³ïåðöèêë³â 1-ãî (x1) ³ 2-ãî (õ2) 
âèä³â ó ìîäåë³ Åéãåíà (1.64) 

 
ßê áà÷èìî, ó äîñë³äæóâàí³é 

ìîäåë³ (1.64) ñò³éêèé ñòàö³î-
íàðíèé ñòàí ç’ÿâëÿºòüñÿ ëèøå 
òîä³, êîëè âïëèâ ìóòàö³é, çó-
ìîâëåíèé òèì ÷è ³íøèì ÷èí-
íèêîì (íàïðèêëàä, ðàä³àö³ÿ, 
òåìïåðàòóðà, òèñê), ïî÷èíàº äî-
ì³íóâàòè ïîð³âíÿíî ç ïåðâèííèìè ïðîöåñàìè ðîçìíîæåííÿ ã³ïåð-

öèêë³â (  k ). Îòæå, ìîæíà ïðèïóñòèòè, ùî ñò³éê³ñòü åâîëþ-

ö³éíîãî ïðîöåñó äî ìóòàö³é º çíà÷íîþ. 
Íà ðèñ. 1.21 ³ 1.22 ïîêàçàíî â³äïîâ³äíî ê³íåòè÷í³ êðèâ³ òà ôà-

çîâó òðàºêòîð³þ äëÿ ìîäåë³ Åéãåíà (1.64). 
Ç ðèñ. 1.21 áà÷èìî, ùî êîíöåíòðàö³ÿ ã³ïåðöèêëó 1-ãî âèäó 

(x1) ñïî÷àòêó çðîñòàº, äîñÿãàþ÷è ìàêñèìóìó, à äàë³ ñïàäàº ç ÷à-
ñîì ³ âèõîäèòü íà ïëàòî. Íàòîì³ñòü, êîíöåíòðàö³ÿ ã³ïåðöèêëó 2-ãî 
âèäó (x2) çðîñòàº ³ äîñÿãàº ïëàòî (ñòàä³ÿ ñï³â³ñíóâàííÿ îáîõ âèä³â 
ã³ïåðöèêë³â). 

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñò³éíî¿ ðîáîòè. Ó ìîäåë³ Åéãåíà (1.64) âðàõó-
âàòè âíóòð³øíüîâèäîâó êîíêóðåíö³þ ã³ïåðöèêë³â, çíàéòè ¿¿ ñòà-
ö³îíàðí³ ñòàíè òà äîñë³äèòè ¿õ íà ñò³éê³ñòü. Ïîáóäóâàòè â³äïîâ³äí³ 
ê³íåòè÷í³ êðèâ³ òà ôàçîâó òðàºêòîð³þ. 

Ïðèêëàä 6. Â³êîâà ìîäåëü êë³òèííî¿ ïîïóëÿö³¿. Çíà÷íó ðîëü ó 
ïðîöåñ³ ðîñòó êë³òèííî¿ ïîïó-
ëÿö³¿ â³ä³ãðàº â³êîâà ñòðóêòóðà. 
Ä³ëèòèñÿ, òîáòî çá³ëüøóâàòè 
÷èñåëüí³ñòü ïîïóëÿö³¿, çäàòí³ 
ëèøå ò³ êë³òèíè, ÿê³ äîñÿãëè 
ïåâíîãî â³êó (àáî ðîçì³ðó). Â³-
êîâà ãåòåðîãåíí³ñòü ïîïóëÿö³¿ 
ìîæå áóòè ïðè÷èíîþ ñêëàäíî¿ 
íåìîíîòîííî¿ äèíàì³êè ¿¿ ÷è-
ñåëüíîñò³. 

Íåõàé ïîïóëÿö³ÿ ðîçáèòà íà 
äâ³ ãðóïè êë³òèí: ìîëîä³ é ñòàð³. 
 

Ðèñ. 1.22. Ôàçîâà òðàºêòîð³ÿ äëÿ 
åâîëþö³éíî¿ ìîäåë³ Åéãåíà (1.64) 
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Çàóâàæèìî, ùî ïîíÿòòÿ «ìîëîä³» òà «ñòàð³» ñòîñîâíî ð³çíèõ âèä³â 
ì³êðîîðãàí³çì³â ìîæíà òðàêòóâàòè ïî-ð³çíîìó. Íàïðèêëàä, ó 
êë³òèíàõ åóêàð³îò³â ìîëîäèìè ìîæíà ââàæàòè êë³òèíè G1-ôàçè, ó 
ÿê³é ñèíòåçóºòüñÿ á³ëîê, ñòàðèìè – óñ³ ³íø³, ïî÷èíàþ÷è â³ä 
S-ôàçè ñèíòåçó ÄÍÊ. Ñàìå íà öèõ ï³çí³õ ñòàä³ÿõ ä³þòü ³íã³áóâàëüí³ 
ìåòàáîë³òè (êåéëîíè), ùî ïðèãí³÷óþòü øâèäê³ñòü ïîä³ëó êë³òèí. 

Ââàæàòèìåìî, ùî ìîëîä³ êë³òèíè ³íòåíñèâíî ðîñòóòü, àëå íå 
äîñÿãëè ô³ç³îëîã³÷íî¿ çð³ëîñò³ òà íå çäàòí³ ä³ëèòèñÿ. Ñòàð³ êë³òè-
íè, íàâïàêè, çäàòí³ äî ïîä³ëó. Ïðîöåñ ïîä³ëó ìîæå áóòè çàòðè-
ìàíèé çà ä³¿ ð³çíèõ ³íã³á³òîð³â. 

Íåõàé T1 – ñåðåäí³é ÷àñ äîçð³âàííÿ ìîëîäî¿ êë³òèíè, T2 – 
ñåðåäí³é ÷àñ ðåïðîäóêòèâíîãî ïåð³îäó ñòàðî¿ êë³òèíè, à ïèòîìà 

øâèäê³ñòü ïîä³ëó êë³òèí äîð³âíþº  
2

1

T
. ×èñåëüí³ñòü ìîëîäèõ ³ 

ñòàðèõ êë³òèí â îäèíèö³ îá’ºìó ïðîòî÷íîãî êóëüòèâàòîðà ïîçíà-
÷èìî ÷åðåç N1 ³ N2 â³äïîâ³äíî. Òîä³ ñèñòåìà ë³í³éíèõ äèôåðåíö³-
àëüíèõ ð³âíÿíü, ùî îïèñóº äèíàì³êó äëÿ öèõ ïîïóëÿö³é, ìàòèìå 
âèãëÿä 

1
1 2 1

1 2

2
2 1 2

2 1

1 2
,

1 1
,

dN
N N DN

dt T T

dN
N N DN

dt T T

    

    


             (1.66) 

äå D – øâèäê³ñòü ïðîòîêó; ìíîæíèê 2 ó ïåðøîìó ð³âíÿíí³ â³äîáðà-
æàº ä³ëåííÿ ñòàðî¿ êë³òèíè íà äâ³ ìîëîä³. 

ßêùî êîíöåíòðàö³ÿ ñóáñòðàòó íå îáìåæóº ïðîöåñ ðîñòó ïî-
ïóëÿö³¿, òî òðèâàë³ñòü ïåðøî¿ ôàçè ðîñòó áóäå ïîñò³éíîþ (T1 = 
= const). Òðèâàë³ñòü äðóãî¿ ôàçè T2 çàëåæèòü â³ä âçàºìíîãî âïëèâó 
êë³òèí. Ââàæàòèìåìî, ùî âçàºìîä³ÿ êë³òèí â³äáóâàºòüñÿ îïîñåðåä-
êîâàíî çà ä³¿ äåÿêèõ ìåòàáîë³ò³â (êåéëîí³â), ÿê³ êë³òèíà âèä³ëÿº ó 
æèâèëüíå ñåðåäîâèùå. Ïðèïóñòèìî, ùî øâèäêîñò³ âèä³ëåííÿ ³ 
ðîçïàäàííÿ êåéëîí³â íàáàãàòî ïåðåâèùóþòü øâèäêîñò³ ïðîòîêó ³ 
ïîä³ëó êë³òèí ó êóëüòèâàòîð³, òîä³ êîíöåíòðàö³ÿ êåéëîí³â ïðî-
ïîðö³éíà ÷èñëó êë³òèí, ùî ¿õ âèðîáëÿþòü. 

Âàæëèâèì º ïèòàííÿ: ó ÿê³é ôàç³ êë³òèíè ìîæóòü âèðîáëÿòè 
êåéëîíè? Çà ïðèïóùåííÿ, ùî ìåòàáîë³òè ÿê ³íã³á³òîðè âèðîáëÿ-
þòüñÿ ëèøå ñòàðèìè êë³òèíàìè, ¿õ øâèäê³ñòü ïîä³ëó   çàëåæà-

òèìå â³ä ÷èñåëüíîñò³ ñòàðèõ êë³òèí N2 çà òàêèì çàêîíîì, â³äîìèì 
ç á³îõ³ì³÷íî¿ ê³íåòèêè: 
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0

2
2

0

1

1

nT N

N

,                       (1.67) 

äå n – ïîðÿäîê ³íã³áóâàííÿ; N0 òà 0  – çàãàëüíà ê³ëüê³ñòü êë³-

òèí òà ïèòîìà øâèäê³ñòü ¿õ ïîä³ëó â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó â³ä-
ïîâ³äíî. 

Ó ñèñòåì³ ð³âíÿíü (1.66) ïåðåéäåìî äî áåçðîçì³ðíèõ âåëè÷èí: 

 1

0

N
õ

N
,   2

0

N
y

N
,   

1

t

T
,    0 1T ,    1DT ,       (1.68) 

ó ðåçóëüòàò³ îòðèìàºìî 

2
(1 ) ( , ),

1

( , ).
1

n

n

dõ y
x P x y

d y

dy y
x y Q x y

d y

       
      
  

            (1.69) 

Çíàéäåìî ñòàö³îíàðí³ ñòàíè ìîäåëüíî¿ ñèñòåìè (1.69). ¯õ äâà: 

          
       

  

2
(1 ) 00

1

0 0.
1

n

n

ydx x
yd

dy y
x y

d y

      
     



2
(1 ) 0

1

2
2 2 0.

1

n
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y
x

y

y
x y

y

 




        
 
2

2 2 (1 ) 0
1

õ y x õ y  

   
   

 
2 2 (1 )

0
11 n

y
y

y
 

     1)  0x  ³  0y ; 

     2) 
   

 
    
2 (1 )

1
1 (1 )

nx   ³  
  

 
  
(1 )

1.
(1 )

ny  

Ç îãëÿäó íà ô³çè÷íèé çì³ñò çì³ííèõ âåëè÷èí x  òà y  íàêëà-

äàºìî óìîâó íà âèá³ð ïàðàìåòð³â ìîäåë³   ³   äëÿ ñòàö³îíàðíîãî 

ñòàíó 2:  0x  ³ 
  

    
  
(1 )

0 1 0
(1 )

y
(1 )

( )
1

  
   

 
  ³ 

  0 1 . 



Р О З Д І Л  1.  Моделі біологічних процесів, що описуються точковими системами 
 

 

 56 

Äîñë³äèìî íà ñò³éê³ñòü çíàéäåí³ ñòàö³îíàðí³ ñòàíè ñèñòåìè 
ìåòîäîì Ëÿïóíîâà: 

( , )xP x y  =   1 ; ( , )yP x y  = 

 
    


2

2 1 ( 1)

1

n

n

n y

y
; ( , )xQ x y  = 1; 

( , )yQ x y  = 

 
     


2

1 ( 1)

1

n

n

n y

y
. 

Òîä³ äëÿ ñòàö³îíàðíîãî ñòàíó 1 ìàºìî 

( , ) 1xa P x y     ; ( , )yb P x y  2 ; ( , ) 1xc Q x y  ;  

( , )yd Q x y     ; 

2

1,2

1 2 1 2
(1 )

2 2

                    
 

 = 

 = 
   

 
1 2

2

     
 

2
1

2
2

.               (1.70) 

ßê áà÷èìî, çíà÷åííÿ ï³äêîðåíåâîãî âèðàçó çàâæäè äîäàòíå ³ 

ïàðàìåòðè Ëÿïóíîâà 1,2  º ä³éñíèìè ÷èñëàìè. Ïðè öüîìó, ÿêùî 

(1   ) 0         ( ) , òî ïàðàìåòðè Ëÿïóíîâà ìàþòü ð³ç-

í³ çíàêè ( 1 0  , 2 0  ) ³ ñòàö³îíàðíèé ñòàí º íåñò³éêèì (ñ³äëî). 

Íàâïàêè, ÿêùî        (1 ) 0 , òîáòî    ( ) , òî ïàðàìåòðè 

Ëÿïóíîâà 1,2  < 0. Ó òàêîìó ðàç³ ñòàö³îíàðíèé ñòàí – öå ñò³éêèé 

âóçîë, ùî â³äïîâ³äàº áåçêîëèâàëüíîìó ðåæèìó ôóíêö³îíóâàííÿ 
ñèñòåìè. 

Àíàëîã³÷íî äîñë³äæóºìî ñòàö³îíàðíèé ñòàí 2: 

( , ) 1xa P x y     ; 

 ( , )yb P x y 
       

            

2 2

2

2 (1 ) (1 )
( 1) 1 1

(1 )(1 )
n ; 

( , ) 1xc Q x y  ;  

2 2

2

(1 ) (1 )
( , ) ( 1) 1 1

(1 )(1 )
yd Q x y n

                      
; 
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2 2

2

1,2

(1 ) (1 )
1 2 ( 1) 1 1

(1 )(1 )

2

n
       

                   

2
2 2

2

2 2

2

(1 ) (1 )
1 ( 1) 1 1

(1 )(1 )

2

2 (1 ) (1 )
( 1) 1 1

(1 )(1 )

n

n

        
                

   
 

       
            

.         (1.71) 

Äåòàëüíèé àíàë³ç õàðàêòåðó ñò³éêîñò³ ö³º¿ ñòàö³îíàðíî¿ òî÷êè 
ïîêàçóº, ùî âîíà ìîæå áóòè ÿê ñò³éêîþ (âóçîë àáî ôîêóñ), òàê ³ 
íåñò³éêîþ ïðè n > 1 çàëåæíî â³ä ñï³ââ³äíîøåííÿ ì³æ ïàðàìåò-

ðàìè   ³ . 
Íà ðèñ. 1.23 íà ïëîùèí³ ìîäåëüíèõ ïàðàìåòð³â   ³   ïðîâå-

äåí³ ë³í³¿ á³ôóðêàö³¿ – ìåæ³ âòðàòè ñò³éêîñò³ ñòàö³îíàðíîãî ñòàíó 
2 äëÿ âèïàäê³â n = 2 ³ n = 3. Ç³ çá³ëüøåííÿì ïîðÿäêó ³íã³áóâàííÿ 
 n  ä³ëÿíêà íåñò³éêîñò³ ðîçøèðþºòüñÿ ³ çàéìàº óâåñü ïðîñò³ð 

çë³âà â³ä êðèâî¿ ( ) .     

Íà ðèñ. 1.24 ñõåìàòè÷íî çîáðàæåíî ôàçîâèé ïîðòðåò ìîäåë³ 
(1.69), ÿêèé ì³ñòèòü ãðàíè÷íèé öèêë. ßê áà÷èìî, ãîëîâí³ ³çîêë³íè 

( , )P x y  = 0 ³ ( , )Q x y  = 0 ïåðåòèíàþòüñÿ ó ñòàö³îíàðíèõ òî÷êàõ 1 ³ 

2; ïðè  y  àñèìïòîòîþ êðèâî¿ ( , )P x y  = 0 º â³ñü îðäèíàò, à 

êðèâî¿ ( , )Q x y  = 0 – ïðÿìà ë³í³ÿ 

x

y . 

Íà ðèñ. 1.25 ïîêàçàíî àâòîêîëèâàííÿ ÷èñåëüíîñò³ êë³òèííèõ 
ïîïóëÿö³é ó ìîäåë³ (1.69). ßê é 
î÷³êóâàëè, ìàêñèìóì ÷èñåëü-
íîñò³ ìîëîäèõ êë³òèí (x) âèïå-
ðåäæàº ìàêñèìóì ÷èñåëüíîñò³ 
ñòàðèõ (y). 

Ðèñ. 1.23. Ïàðàìåòðè÷í³ ä³ëÿíêè íå-
ñò³éêîñò³ ñòàö³îíàðíîãî ñòàíó 2 ìî-
äåë³ (1.69) ïðè n = 2 (ïîäâ³éíà 
øòðèõîâêà) òà n = 3 (øòðèõîâêà); 

êðèâà () =  (ïóíêòèðíà ë³í³ÿ) 
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Ðèñ. 1.24. Ôàçîâèé ïîðòðåò 
ñèñòåìè (1.69): 1 ³ 2 – ñòà-
ö³îíàðí³ ñòàíè; æèðíà ë³-
í³ÿ – ãðàíè÷íèé öèêë â 
îêîë³ ñòàö³îíàðíîãî ñòàíó 2 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ðèñ. 1.25. Äèíàì³êà çì³í-
íèõ ó ìîäåë³ (1.69) çà ïà-

ðàìåòð³â: n = 3,  = 0,5 ³ 

 = 10 

 
Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñò³éíî¿ ðîáîòè. Ó ìîäåë³ (1.66) ðîçãëÿíå-

ìî âèïàäîê, êîëè ìåòàáîë³òè ÿê ³íã³á³òîðè âèðîáëÿþòüñÿ ëèøå 
ìîëîäèìè êë³òèíàìè. Òîä³ øâèäê³ñòü ïîä³ëó êë³òèí   çàëå-

æàòèìå â³ä ÷èñåëüíîñò³ ìîëîäèõ êë³òèí N1 çà òàêèì çàêîíîì: 


  

 
  
 

0

2
1

0

1

1

nT N

N

, à ð³âíÿííÿ äèíàì³êè ïîïóëÿö³é ìàòèìóòü 

âèãëÿä 

2
(1 ) ( , ),

1

( , ).
1

n

n

dõ y
x P x y

d x

dy y
x y Q x y

d x
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Çíàéòè ñòàö³îíàðí³ ñòàíè ö³º¿ ìîäåëüíî¿ ñèñòåìè òà äîñë³äè-
òè ¿õ íà ñò³éê³ñòü çàëåæíî â³ä ïàðàìåòðà n. Ïîáóäóâàòè ê³íåòè÷í³ 
êðèâ³ òà ôàçîâó òðàºêòîð³þ. 

Ïðèêëàä 7. Ìîäåëü àóòî³ìóí³òåòó. Àóòî³ìóíí³ çàõâîðþâàííÿ 
(õðîí³÷íèé ãåïàòèò, ðåâìàòî¿äíèé àðòðèò òà ³í.) – öå ³ìóííà ðå-
àêö³ÿ ïðîòè âëàñíèõ êë³òèí îðãàí³çìó. Î÷åâèäíî, ùî âèíèêíåí-
íÿ àóòî³ìóííèõ ïðîöåñ³â çóìîâëåíå ïîºäíàííÿì ÷èííèê³â, ÿê³ 
ñòèìóëþþòü àóòîðåàêòèâí³ ³ìóíîêîìïåòåíòí³ êë³òèíè, ç îäíîãî 
áîêó, òà ÷èííèê³â, ùî ïðèãí³÷óþòü ñóïðåñîðíó àêòèâí³ñòü ë³ì-
ôîöèò³â – ç ³íøîãî. 

Ðîçãëÿíåìî äåÿêèé îðãàí. Ïðèïóñòèìî, ùî ï³ä ÷àñ ðóéíó-
âàííÿ éîãî òêàíèíè âèä³ëÿºòüñÿ àíòèãåí, ÿêèé ñòèìóëþº êëîí 
àóòî³ìóííèõ ë³ìôîöèò³â. Óòâîðåí³ âíàñë³äîê öüîãî ïðîöåñó ñïå-
öèô³÷í³ ë³ìôîöèòè-ê³ëåðè àòàêóþòü òêàíèíó îðãàíà, ùî ïðèçâî-
äèòü äî ïîäàëüøîãî âèâ³ëüíåííÿ öüîãî àíòèãåíà. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç 
N, G òà Y ê³ëüêîñò³ êë³òèí îðãàíà, àíòèãåí³â òà ë³ìôîöèò³â-
ê³ëåð³â â³äïîâ³äíî. 

Äèíàì³êó ðîñòó çäîðîâî¿ òêàíèíè çà â³äñóòíîñò³ àóòî³ìóííî¿ 
ðåàêö³¿ îïèøåìî ð³âíÿííÿì «ç íàñè÷åííÿì» òèïó ëîã³ñòè÷íîãî 
ð³âíÿííÿ (1.12): 

    2dN
N N

dt
, 

äå μ òà  – øâèäêîñò³ çá³ëüøåííÿ òà çìåíøåííÿ (âíàñë³äîê êîí-
êóðåíö³¿) ê³ëüêîñò³ êë³òèí îðãàíà â³äïîâ³äíî. 

Öå ð³âíÿííÿ ìàº ñòàö³îíàðíèé ðîçâ’ÿçîê 





N , ÿêèé â³äïî-

â³äàº ñòàíó îðãàíà ó íîðì³. Çàçíà÷èìî, ùî ÷àñ äîñÿãíåííÿ ñòà-
ö³îíàðíîãî ñòàíó (íàñè÷åííÿ) ìàº áóòè îäíîãî ïîðÿäêó ç ÷àñîì 
âíóòð³øíüîóòðîáíîãî ðîçâèòêó åìáð³îíà. 

Çà íàÿâíîñò³ ë³ìôîöèò³â-ê³ëåð³â ó ëîã³ñòè÷íîìó ð³âíÿíí³ 
âðàõóºìî äîäàíîê, ÿêèé îïèñóº çàãèáåëü êë³òèí-ì³øåíåé âíàñë³äîê 

¿õ «çóñòð³÷³» ç ë³ìôîöèòàìè ( – êîåô³ö³ºíò çàãèáåë³ êë³òèí îðãàíà): 

2 .
dN

N N NY
dt

                         (1.72) 

Äàë³ ââàæàòèìåìî, ùî ó ðàç³ ðóéíóâàííÿ îðãàíà øâèäê³ñòü 
óòâîðåííÿ àóòîàíòèãåí³â ïðîïîðö³éíà øâèäêîñò³ çàãèáåë³ êë³òèí 

âíàñë³äîê ä³¿ ë³ìôîöèò³â-ê³ëåð³â ç êîåô³ö³ºíòîì  ³, êð³ì òîãî, 

âðàõóºìî ðîçïàäàííÿ àíòèãåí³â ç³ øâèäê³ñòþ . Îòðèìàºìî òàêå 
ê³íåòè÷íå ð³âíÿííÿ: 
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.
dG

NY G
dt

                        (1.73) 

Ðàçîì ç òèì ïðèïóñòèìî, ùî øâèäê³ñòü ðîçìíîæåííÿ ïîïó-
ëÿö³¿ ë³ìôîöèò³â ïðîïîðö³éíà ê³ëüêîñò³ àóòîàíòèãåí³â ç êîåô³ö³-

ºíòîì h. Òîä³ ç îãëÿäó íà çàãèáåëü ë³ìôîöèò³â ç³ øâèäê³ñòþ  òà 
¿õ ðóéíóâàííÿ ï³ä ÷àñ âçàºìîä³¿ ç êë³òèíàìè-ì³øåíÿìè ç³ øâèä-

ê³ñòþ , îòðèìàºìî ùå îäíå ð³âíÿííÿ: 

.
dY

hGY NY Y
dt

                     (1.74) 

Ñèñòåìà íåë³í³éíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ïåðøîãî ïî-
ðÿäêó (1.72)–(1.74) îïèñóº ìîäåëü àóòî³ìóí³òåòó. Äëÿ ¿¿ ñïðî-
ùåííÿ âðàõóºìî ³ñòîòíó â³äì³íí³ñòü ÷àñîâîãî ïåðåá³ãó ïðîöåñ³â, 
ÿê³ îïèñóþòüñÿ öèìè ð³âíÿííÿìè: ê³ëüê³ñòü êë³òèí N òà Y çì³íþ-
ºòüñÿ óïðîäîâæ ì³ñÿö³â, à ÷àñ âñòàíîâëåííÿ ê³ëüêîñò³ àíòèãåíà G 
ìàº áóòè áëèçüêî äîáè. Òîìó øâèäêèé ïðîöåñ, ÿêèé îïèñóºòüñÿ 
ð³âíÿííÿì (1.73), çàâæäè ñò³éêèé, ³ öå ð³âíÿííÿ ìîæíà çàì³íèòè 
àëãåáðà¿÷íèì ñï³ââ³äíîøåííÿì 


  


0

dG NY
G

dt
.                  (1.75) 

Ïåðåéäåìî äî áåçðîçì³ðíèõ âåëè÷èí, óâ³âøè òàê³ ìîäåëüí³ 
ïàðàìåòðè: 





N

u , 




Y

y , ,t    





h
m , 





f

h
, 




2
g

h
.  (1.76) 

Ï³äñòàâèâøè ñï³ââ³äíîøåííÿ (1.75) â (1.74), à òàêîæ âðàõóâàâ-
øè (1.76), îòðèìàºìî ñèñòåìó ð³âíÿíü äëÿ ìîäåë³ àóòî³ìóí³òåòó: 

2

2

( , ),

( ) ( , ).

du
u u uy P u y
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m uy fuy gy Q u y
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                (1.77) 

Çíàéäåìî ñòàö³îíàðí³ ñòàíè ìîäåëüíî¿ ñèñòåìè (1.77). ¯õ ÷îòèðè: 
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f f
y g

     
 

 

Ç óðàõóâàííÿì òîãî, ùî  0u  òà  0y , íàêëàäàºìî óìîâó íà 

âèá³ð ïàðàìåòð³â ìîäåë³ f ³ g ó ðàç³ ³ñíóâàííÿ ñòàö³îíàðíèõ ñòàí³â 

3 ³ 4: 0 1 2 .f g    

Äîñë³äèìî íà ñò³éê³ñòü çíàéäåí³ ñòàö³îíàðí³ ñòàíè ñèñòåìè 
ìåòîäîì Ëÿïóíîâà: 

( , )uP u y  =  1 2 ;u y ( , )yP u y  = u ; ( , )uQ u y  = ( );my y f  

 ( , )yQ u y  = (2 ).m uy fu g   

Òîä³ äëÿ ñòàö³îíàðíîãî ñòàíó 1 ìàºìî 

( , ) 1;ua P u y   ( , ) 0;yb P u y   ( , ) 0;uc Q u y   

( , ) ;yd Q u y mg    

1,2   = 


 

1 0

0.mg
 

Îòæå, ñòàö³îíàðíèé ñòàí 1 çàâæäè íåñò³éêèé (ñ³äëî). 
Äëÿ ñòàö³îíàðíîãî ñòàíó 2 îòðèìàºìî 

( , ) 1;ua P u y    ( , ) 1;yb P u y    ( , ) 0;uc Q u y   

 ( , ) ( );yd Q u y m f g     
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1,2   = 
 
  

1 0

( ) 0.m f g
 

ßê áà÷èìî, ñòàö³îíàðíèé ñòàí 2 – öå ñò³éêèé âóçîë. Â³í õà-

ðàêòåðèçóº çäîðîâèé îðãàí ( constN


 


 òà Y = 0), ùî ìàº íîð-

ìàëüíèé ðîçì³ð, ³ â íüîìó â³äñóòí³ ïîøêîäæåííÿ. 
Äëÿ ñòàö³îíàðíîãî ñòàíó 3 çàïèøåìî 

( , )ua P u y 
2

1 1
;

2 2

f f
g

     
 

 ( , ) ;yb P u y a   

( , ) ( );uc Q u y m g fa    ( , ) ;yd Q u y c   

2

1,2

0

1 1
(1 ) 0.

2 2

f f
mg mf g


                  

 

Çã³äíî ç òåîð³ºþ òàêèé ñòàö³îíàðíèé ñòàí º íåñò³éêèì (ñ³äëî 
àáî âóçîë). 

Íàðåøò³, äëÿ ñòàö³îíàðíîãî ñòàíó 4 ìàºìî 

( , )ua P u y 
2

1 1
;

2 2

f f
g

     
 

  

( , ) ;yb P u y a   

2
1 1

( , )
2 2

u

f f
c Q u y m g g

            
; 

 ( , ) ( );yd Q u y m g fa    

2

1,2

1 1
(1 )

2 2

2

f f
mg mf g
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.

2
2

2 2

1 1
(1 )

2 2

2

1 1 1
2 (1 ) .

2 2 2

f f
mg mf g

f f f
m g f g f f g

                
  

                                  

 

Ñò³éê³ñòü öüîãî ñòàö³îíàðíîãî ñòàíó çàëåæèòü â³ä ñï³ââ³ä-

íîøåííÿ ìîäåëüíèõ ïàðàìåòð³â: ÿêùî 
1

(1 )
2

f
mg mf

  


 

2
1

0
2

f
g
        

, òî ñòàö³îíàðíèé ñòàí 4 íåñò³éêèé; ³ íàâïàêè, 

ÿêùî 
            

2
1 1

(1 ) 0
2 2

f f
mg mf g  ³ 

2
1 -

2
2

f
g f g
         

 

2
1 — 1

(1 ) 0
2 2

f f
f f g

           
, òî ñòàö³îíàðíèé ñòàí 4 –  

öå ñò³éêèé âóçîë. ßêùî âåëè÷èíà 
1

(1 )
2

f
mg mf

  


 

2
1

0
2

f
g
        

 ³ çíà÷åííÿ ï³äêîðåíåâîãî âèðàçó òåæ ìåíøå 

íóëÿ, òî ñòàö³îíàðíèé ñòàí 4 – öå ñò³éêèé ôîêóñ. Çàçíà÷èìî, 
ùî ïðè ïðîõîäæåíí³ ÷åðåç òî÷êó á³ôóðêàö³¿ âèíèêàº ñò³éêèé 
ãðàíè÷íèé öèêë (ñò³éê³ àâòîêîëèâàííÿ). 

Íà ðèñ. 1.26 ñõåìàòè÷íî çîáðàæåíî ôàçîâèé ïîðòðåò ìîäåë³ 

àóòî³ìóí³òåòó (1.77), êîëè çàëåæíî â³ä ïî÷àòêîâèõ óìîâ ³ñíóþòü 

ð³çí³ âàð³àíòè ðîçâèòêó õâîðîáè îðãàíà. Ç ä³ëÿíîê I òà II ôàçîâ³ 

òðàºêòîð³¿ äîâîë³ øâèäêî ïîòðàïëÿþòü ó ñò³éêèé âóçîë 2, òîáòî 

íåçíà÷í³ ïî÷àòêîâ³ ïîøêîäæåííÿ òêàíèí çà íåâåëèêî¿ ê³ëüêîñò³ 

ë³ìôîöèò³â îðãàí³çì óñï³øíî ë³êâ³äóº. Ç ä³ëÿíêè IV ôàçîâ³ òðàº-

êòîð³¿ ïîâ³ëüíî ïîòðàïëÿþòü ó ä³ëÿíêó II  ³, â³äïîâ³äíî, ñõîäÿòüñÿ ó 

ñòàö³îíàðíèé ñòàí 2. Âîäíî÷àñ ³ñíóº éìîâ³ðí³ñòü çàãèáåë³ îðãàíà, 

îñê³ëüêè ôàçîâ³ òðàºêòîð³¿ çàíàäòî áëèçüêî íàáëèæàþòüñÿ äî îñ³ y 
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Ðèñ. 1.26. Ôàçîâèé ïîðòðåò ìîäåë³ àóòî-
³ìóí³òåòó (1.77): 1, 2, 3 ³ 4 – ñòàö³îíàðí³ 
ñòàíè; æèðíà ë³í³ÿ – ãðàíè÷íèé öèêë â 
îêîë³ ñòàö³îíàðíîãî ñòàíó 4 

 
(çá³ëüøóºòüñÿ ê³ëüê³ñòü ë³ìôîöè-
ò³â-ê³ëåð³â, çàä³ÿíèõ àóòî³ìóííîþ 
ðåàêö³ºþ îðãàí³çìó). Ç ä³ëÿíêè III 
ôàçîâ³ òðàºêòîð³¿ íàáëèæàþòüñÿ 
äî ñòàö³îíàðíî¿ òî÷êè 4 ³/àáî 
íàêðó÷óþòüñÿ íà íå¿ (ÿêùî âîíà 
ñò³éêà) ÷è ïðèòÿãóþòüñÿ äî ñò³é-
êîãî ãðàíè÷íîãî öèêëó. Öå â³ä-
ïîâ³äàº õðîí³÷íîìó ïåðåá³ãó àóòî-
³ìóííîãî çàõâîðþâàííÿ ç ïåð³î-

äè÷íèìè ðåöèäèâàìè. Ðîçðàõîâàíèé ïåð³îä òàêèõ êîëèâàíü ñòà-
íîâèòü 1–2 ïåð³îäè ðîçâèòêó íîðìàëüíî¿ òêàíèíè. Ó ëþäèíè 
÷àñ ôîðìóâàííÿ îðãàíà â åìáð³îíàëüíîìó ïåð³îä³ òðèâàº ïðè-
áëèçíî 3/4 ðîêó, à îòæå, ïåð³îäè÷í³ñòü çàãîñòðåíü, çã³äíî ç ö³ºþ 
ìîäåëëþ, ìàº ñòàíîâèòè ïðèáëèçíî îäèí ð³ê. 

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñò³éíî¿ ðîáîòè. Çàëåæíî â³ä âèáðàíèõ ïà-
ðàìåòð³â ìîäåë³ àóòî³ìóí³òåòó (1.77) ïîáóäóâàòè ¿¿ ê³íåòè÷í³ êðèâ³ 
òà ôàçîâó òðàºêòîð³þ äëÿ ñòàö³îíàðíèõ ñòàí³â 2 ³ 4. 

Ïðèêëàä 8. Ìîäåëü çàãîºííÿ ðàíè. Ó ö³é ìîäåë³ ðîçãëÿäàþòü 
âïëèâ íåêðîòèçîâàíî¿ òêàíèíè íà ïðîöåñ çàãîºííÿ ðàíè. Â³äîìî, 
ùî ï³ñëÿ óòâîðåííÿ ðàíè ïðîöåñ ¿¿ çàãîºííÿ çíà÷íî ïðèøâèä-
øóºòüñÿ, ÿêùî âèäàëÿòè â³äìåðëó òêàíèíó ç ïîâåðõí³. Íåõàé x – 
ïëîùà ïîâåðõí³ ðàíè, y – ïëîùà, ÿêó çàéìàº íåêðîòèçîâàíà 
òêàíèíà. Ïîáóäîâà ìîäåë³ ´ðóíòóºòüñÿ íà òàêèõ ïðèïóùåííÿõ: 
1) çàãîºííÿ ðàíè ç ÷àñîì â³äáóâàºòüñÿ çà ë³í³éíèì çàêîíîì; 
2) çìåðòâ³ë³ ðåøòêè çàãàëüìîâóþòü ïðîöåñ çàãîºííÿ ðàíè; 
3) çá³ëüøåííÿ ïëîù³ íîâîóòâîðåíî¿ íåêðîòèçîâàíî¿ òêàíèíè 
ïðÿìî ïðîïîðö³éíå ïëîù³ ïîâåðõí³ ðàíè. Ó ðåçóëüòàò³ îòðèìàºìî 
ñèñòåìó íåë³í³éíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó: 

( , ),

( , ),

dx
x xy P x y

dt

dy
x fy Q x y

dt

     

    


                  (1.78) 

äå  – øâèäê³ñòü çàãîºííÿ ðàíè çà â³äñóòíîñò³ íåêðîçó;  – 
åôåêòèâí³ñòü âçàºìîä³¿ ì³æ ðàíîþ òà çìåðòâ³ëèìè ðåøòêàìè, 
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âíàñë³äîê ÷îãî çàãàëüìîâóºòüñÿ ïðîöåñ çàãîºííÿ;  – øâèäê³ñòü 
óòâîðåííÿ íåêðîòèçîâàíî¿ òêàíèíè; f – øâèäê³ñòü çìåíøåííÿ 
çìåðòâ³ëèõ ðåøòîê (ïëîù³ íåêðîòèçîâàíî¿ òêàíèíè) çà ïðèðîä-
íèõ ïðîöåñ³â îíîâëåííÿ. 

Çíàéäåìî ñòàö³îíàðí³ ñòàíè ìîäåëüíî¿ ñèñòåìè (1.78). ¯õ äâà: 

0
( ) 0

0;
0

dx
x xy x ydt

dy x fy

dt

         
   
    


 

              1)  0x  ³  0y ; 

              2) 




f

x  ³ 





y . 

Äîñë³äèìî íà ñò³éê³ñòü çíàéäåí³ ñòàö³îíàðí³ ñòàíè ñèñòåìè 
ìåòîäîì Ëÿïóíîâà: 

( , )xP x y  =    ;y  ( , )yP x y  =  ;x  ( , )xQ x y  = ;  ( , )yQ x y  =  .f  

Òîä³ äëÿ ñòàö³îíàðíîãî ñòàíó 1 ìàºìî 

( , ) ;xa P x y    ( , ) 0;yb P x y   ( , ) ;xc Q x y    

 ( , ) ;yd Q x y f    

1,2

0,

0.f

 
   

                              (1.79) 

Îòæå, ó öüîìó âèïàäêó ìàºìî ñò³éêèé âóçîë (áåçêîëèâàëüíèé 
ðóõ). 

Àíàëîã³÷íî ðîçãëÿäàºìî ñòàö³îíàðíèé ñòàí 2: 

0;a    ;
f

b





  ;c     ;d f   

2

1,2 .
2 4

f f
f                            (1.80) 

Ó òàêîìó ðàç³ çàâæäè ðåàë³çóºòüñÿ íåñò³éêèé ñòàí (ñ³äëî): 

1  > 0 ³ 2  < 0. Öå òî÷êà íåñò³éêî¿ ð³âíîâàãè, òîìó ñàìå ó í³é 

âèçíà÷àòèìåòüñÿ ÷è çàãîþâàòèìåòüñÿ ðàíà. 
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Ðèñ. 1.27. Çì³íà ç ÷àñîì ðîçì³ð³â 
(ïëîù) ïîâåðõí³ ðàíè (x) òà íåêðîòè-
çîâàíî¿ òêàíèíè (y) ó ìîäåë³ (1.78) 

 
Ðèñ. 1.27 ³ 1.28 äåìîíñòðó-

þòü ê³íåòè÷í³ êðèâ³ òà ôàçîâó 
òðàºêòîð³þ äëÿ ìîäåë³ çàãîºííÿ 
ðàíè (1.78). 

Ç ðèñ. 1.27 áà÷èìî, ùî ïëîùà 
íåêðîòèçîâàíî¿ òêàíèíè çá³ëü-
øóºòüñÿ óïðîäîâæ ïåâíîãî ïðî-

ì³æêó ÷àñó, ùî ïðèðîäíî, äîñÿãàº ìàêñèìóìó, à ïîò³ì çìåíøó-
ºòüñÿ ç ÷àñîì äî ïîâíîãî çàãîºííÿ ðàíè. 

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñò³éíî¿ ðîáîòè. Äîñë³äèòè òà ïðîàíàë³çóâà-
òè ñïðîùåíó ìîäåëü ðåãóëÿö³¿ êë³òèííîãî öèêëó ó ðàíí³õ åìáð³îíàõ, à 
ñàìå ç óðàõóâàííÿì âçàºìîä³¿ öèêë³íó òà ñòèìóëþâàëüíîãî ÷èí-
íèêà äîçð³âàííÿ ÿéöåêë³òèíè (maturation-promoting factor – 
MPF). 

ßê â³äîìî, âõîäæåííÿ êë³òèíè ó ì³òîç ïîâ’ÿçàíå ç³ çì³íîþ 
êîíöåíòðàö³é öèêë³í³â òà öèêë³íîçàëåæíèõ ê³íàç (MPF îäíà ç 
íèõ). Ó öüîìó âèïàäêó ð³çêî çá³ëüøóºòüñÿ ê³ëüê³ñòü MPF (ìàê-
ñèìóì äîñÿãàºòüñÿ ï³ä ÷àñ òåëîôàçè). Íåõàé õ – êîíöåíòðàö³ÿ 
îäíîãî ç öèêë³í³â, ó – êîíöåíòðàö³ÿ MPF. Ïðèïóñòèìî, ùî 
óòâîðåííÿ öèêë³íó â³äáóâàºòüñÿ ç ïîñò³éíîþ øâèäê³ñòþ f, à éîãî 
çìåíøåííÿ ç ÷àñîì ïðÿìî ïðîïîðö³éíå êîíöåíòðàö³ÿì öèêë³íó 
òà MPF (ç³ øâèäê³ñòþ g). Çìåíøåííÿ ê³ëüêîñò³ MPF ïðÿìî 
ïðîïîðö³éíå éîãî êîíöåíòðàö³¿ (ç³ øâèäê³ñòþ ), çá³ëüøåííÿ – 
ê³ëüêîñò³ â³ëüíîãî öèêë³íó (ç³ øâèäê³ñòþ ). Íàðåøò³, âçàºìîä³ÿ 
MPF òà öèêë³íó (êîåô³ö³ºíò âçàºìîä³¿ ) âðàõîâóº, ùî ï³ä ÷àñ 
ïðîöåñó ïîä³ëó êë³òèíè óòâîðþþòüñÿ äâ³ íîâ³. Îòæå, ìàºìî òàêó 
ñèñòåìó íåë³í³éíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó: 

2

,

.

dx
f gxy

dt

dy
y x xy

dt

  

      


 

 
 

Ðèñ. 1.28. Ôàçîâà òðàºêòîð³ÿ 
äëÿ ìîäåë³ çàãîºííÿ ðàíè 
(1.78) 
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Ïðèêëàä 9. Ìîäåëü ðîñòó çëîÿê³ñíî¿ ïóõëèíè. Ìîäåëü ðîçãëÿäàº 
åôåêòèâí³ñòü ä³¿ ³ìóííî¿ ñèñòåìè îðãàí³çìó íà ïóõëèíí³ êë³òèíè. 
Íåõàé x – êîíöåíòðàö³ÿ ³ìóíîêîìïåòåíòíèõ êë³òèí (íàïðèêëàä 
ë³ìôîöèò³â) ó ïóõëèííîìó ñàéò³, y – êîíöåíòðàö³ÿ ïóõëèííèõ 
êë³òèí â àíàòîì³÷íîìó ñàéò³. Ìîäåëü ´ðóíòóºòüñÿ íà òàêèõ ïðè-

ïóùåííÿõ: ë³ìôîöèòè ç ïîñò³éíîþ øâèäê³ñòþ  çäàòí³ íàäõîäè-
òè â àíàòîì³÷íèé ñàéò çà â³äñóòíîñò³ òàì ïóõëèííèõ êë³òèí, ¿õ 
ê³ëüê³ñòü çìåíøóºòüñÿ ç ÷àñîì ïðÿìî ïðîïîðö³éíî ê³ëüêîñò³ ç³ 

øâèäê³ñòþ  óíàñë³äîê ³íàêòèâàö³¿ òà ì³ãðàö³¿ ç ïóõëèííîãî ñàé-
òó, åôåêòèâí³ñòü âçàºìîä³¿ ë³ìôîöèò³â òà ïóõëèííèõ êë³òèí õàðàê-

òåðèçóºòüñÿ êîåô³ö³ºíòîì 1 (öå ñèëà ³ìóííî¿ â³äïîâ³ä³ íà ïóõ-
ëèíí³ êë³òèíè, ÿêà çàëåæèòü â³ä ñòàíó ³ìóííî¿ ñèñòåìè, ñòóïåíÿ 
àíòèãåííîñò³ ïóõëèíè). Ââàæàºìî, ùî çà ìàëèõ çíà÷åíü x ïóõëè-
íà ñòèìóëþº ïðîë³ôåðàö³þ ë³ìôîöèò³â. Íàðåøò³, ê³ëüê³ñòü ïóõ-
ëèííèõ êë³òèí çðîñòàº ç ÷àñîì ïðÿìî ïðîïîðö³éíî ¿õ ê³ëüêîñò³ ç³ 
øâèäê³ñòþ f òà çìåíøóºòüñÿ âíàñë³äîê çíåøêîäæåííÿ ë³ìôîöè-

òàìè ç³ øâèäê³ñòþ 2. Òàêèì ÷èíîì, ìîäåëüíà ñèñòåìà ìàº âèãëÿä 

1

2

( , ),

( , ).

dx
x xy P x y

dt

dy
fy xy Q x y

dt

       

    


                      (1.81) 

Çíàéäåìî ¿¿ ñòàö³îíàðí³ ñòàíè. ¯õ äâà: 

1

2

0
0

( ) 0.
0

dx
x xydt

dy y f x

dt

       
   
     


 

                       1) 





x  ³ 0;y   

                       2) 
2

f
x  ³ 

  



2

1

f
y

f
. 

Îòæå, ìîæëèâå àêòèâíå ôóíêö³îíóâàííÿ ë³ìôîöèò³â (ñòàö³î-
íàðíèé ñòàí 1 – ñòàí çà â³äñóòíîñò³ ãîñòðîãî ïåðåá³ãó ïàòîëîã³¿) 
òà «ñï³â³ñíóâàííÿ» (äèíàì³÷íà ð³âíîâàãà) äëÿ îáîõ òèï³â êë³òèí 
(ñòàö³îíàðíèé ñòàí 2 – ñòàí çà â³äñóòíîñò³ ïðîãðåñóâàííÿ îíêî-
ïàòîëîã³¿). Çàóâàæèìî, ùî îñê³ëüêè çà çì³ñòîì âåëè÷èíà y  > 0, 
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òî ³ñíóº òàêå îáìåæåííÿ íà âèá³ð ïàðàìåòð³â ìîäåë³ ó ðàç³ ñòàö³î-

íàðíîãî ñòàíó 2:    2 0.f  

Äîñë³äèìî íà ñò³éê³ñòü çíàéäåí³ ñòàö³îíàðí³ ñòàíè ìîäåëüíî¿ 
ñèñòåìè (1.81) ìåòîäîì Ëÿïóíîâà: 

( , )xP x y  =   1 ;y  ( , )yP x y  = 1 ;x  ( , )xQ x y  = 2 ;y  

( , )yQ x y  =  2 .f x  

Òîä³ äëÿ ñòàö³îíàðíîãî ñòàíó 1 ìàºìî 

( , ) ;xa P x y    1( , ) ;yb P x y
 


 ( , ) 0;xc Q x y   

2( , ) ;yd Q x y f
  


 

2
2 2

2 2
1,2 2 .

2 2

f f
f

          
         

      (1.82) 

Ó âèðàç³ (1.82) âðàõóºìî òàê³ ìîæëèâ³ âèïàäêè: 1) 2f     

2  ; 2)     2
2f , ïðè÷îìó îáîâ’ÿçêîâî    2 0f . Òîä³ ó 

ïåðøîìó âèïàäêó çàâæäè ðåàë³çóºòüñÿ íåñò³éêèé ñòàí (ñ³äëî): 

1  > 0 ³ 2  < 0, ó äðóãîìó – íàâïàêè, ìàºìî ñò³éêèé âóçîë (áåç-

êîëèâàëüíèé ðóõ). 
Àíàëîã³÷íî ðîçãëÿäàºìî ñòàö³îíàðíèé ñòàí 2: 

2 ;a
f


   1

2

;
f

b





  2
2

1

;c f
f


    


 0;d   

2 2
2 2

1,2 22
( ).

2 4
f

f f

  
                           (1.83) 

Ó ôîðìóë³ (1.83) âðàõóºìî òàê³ ìîæëèâ³ âèïàäêè: 1) ï³äêîðå-

íåâèé âèðàç 
 

    
2 2

2
22

( ) 0
4

f
f

; 2) ï³äêîðåíåâèé âèðàç 
2 2

2
24 f

 
  

2( ) 0f     . Ó ïåðøîìó âèïàäêó çàâæäè ðåàë³çóºòüñÿ ñò³éêèé 

âóçîë (áåçêîëèâàëüíèé ðóõ), ó äðóãîìó – ñò³éêèé ôîêóñ (êîëèâà-
ëüíèé ðóõ). 

Íà ðèñ. 1.29 ³ 1.30 ïîêàçàíî ê³íåòè÷í³ êðèâ³ òà ôàçîâó òðàºê-
òîð³þ äëÿ ìîäåë³ ðîñòó çëîÿê³ñíî¿ ïóõëèíè (1.81) ó âèïàäêó êî-
ëèâàëüíîãî ðóõó. 
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Ðèñ. 1.29. Çì³íà ç ÷àñîì 
êîíöåíòðàö³é ë³ìôîöèò³â 
(x) ³ ïóõëèííèõ êë³òèí (y) 
ó ìîäåë³ ðîñòó çëîÿê³ñíî¿ 
ïóõëèíè (1.81) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ðèñ. 1.30. Ôàçîâà òðàºêòî-
ð³ÿ äëÿ ìîäåë³ ðîñòó çëî-
ÿê³ñíî¿ ïóõëèíè (1.81) 

 
Ç ðèñ. 1.29 áà÷èìî, ùî ïîÿâà ïóõëèííèõ êë³òèí ó á³ëüø³é ê³ëü-

êîñò³  (êðèâà y(t)) ñòèìóëþº îðãàí³çì äîäàòêîâî ïðîäóêóâàòè ³ìó-
íîêîìïåòåíòí³ êë³òèíè (êðèâà x(t)), ¿õ ê³ëüê³ñòü ïî÷èíàº ð³çêî 
çá³ëüøóâàòèñü ³ äîñÿãàº ìàêñèìóìó, à ïîò³ì ç ÷àñîì çìåíøóºòü-
ñÿ. ßê î÷³êóâàëîñÿ, ìàêñèìóì ÷èñåëüíîñò³ ³ìóíîêîìïåòåíòíèõ 
êë³òèí âèïåðåäæàº ìàêñèìóì ÷èñåëüíîñò³ îíêîêë³òèí (ñòàä³ÿ îäó-
æàííÿ). 

Çàâäàííÿ 1 äëÿ ñàìîñò³éíî¿ ðîáîòè. Ïîáóäóâàòè ê³íåòè÷í³ 
êðèâ³ òà ôàçîâó òðàºêòîð³þ äëÿ ìîäåë³ ðîñòó çëîÿê³ñíî¿ ïóõëèíè 
(1.81) â îêîë³ ñòàö³îíàðíîãî ñòàíó 2 òèïó ñò³éêèé âóçîë (áåçêî-
ëèâàëüíèé ðóõ). 

Çàâäàííÿ 2 äëÿ ñàìîñò³éíî¿ ðîáîòè. Â³äîìî, ùî äåÿê³ â³ðóñè 
çäàòí³ çíèùóâàòè ðàêîâ³ êë³òèíè. Ïðèïóñòèìî, ùî ðîçì³ð â³ðóñ-
íî¿ ïîïóëÿö³¿ ïðîïîðö³éíèé ê³ëüêîñò³ ³íô³êîâàíèõ êë³òèí. Íåõàé 
N1 – ðàêîâ³ êë³òèíè, íå³íô³êîâàí³ â³ðóñîì, N2 – ðàêîâ³ êë³òèíè, 
â ÿê³ ïðîíèê â³ðóñ. Ïðîöåñ ðîñòó ïóõëèíè ³ îäíî÷àñíî ïîøèðåí-
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íÿ â³ðóñó îïèñóºòüñÿ òàêîþ ñèñòåìîþ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü: 

        


         

1 1 2 1 2
1 1

1 2

2 1 2 1 2
2 2 2

1 2

1 ,

1 .

dN N N N N
r N b

d K N N

dN N N N N
r N b aN

d K N N

 

Çàçíà÷èìî, ùî òóò íå âðàõîâàíî äèíàì³êó â³ðóñó. Òàêîæ ïå-
ðåäáà÷åíî, ùî ðîçì³ð ïóõëèíè çà â³äñóòíîñò³ â³ðóñó çá³ëüøóºòüñÿ 
çà ëîã³ñòè÷íèì çàêîíîì, ïàðàìåòð b êð³ì ³íøîãî âðàõîâóº øâèä-
ê³ñòü ðåïë³êàö³¿ â³ðóñó, ïàðàìåòð à îïèñóº «òîêñè÷í³ñòü» â³ðóñó 
ùîäî ïóõëèííèõ êë³òèí. 

Ï³ñëÿ çâåäåííÿ ö³º¿ ñèñòåìè äî áåçðîçì³ðíîãî âèãëÿäó îòðè-
ìàºìî òàêó ìîäåëü ë³êóâàííÿ ðàêó ç âèêîðèñòàííÿì â³ðóñ³â: 

 

 

      

        
 

1 ,

1 .

dx xy
x x y

dt x y

dy xy
y x y y

dt x y

 

Çíàéòè ñòàö³îíàðí³ ñòàíè ö³º¿ ìîäåëüíî¿ ñèñòåìè òà äîñë³äè-
òè ¿õ íà ñò³éê³ñòü. Ïîáóäóâàòè ê³íåòè÷í³ êðèâ³ òà ôàçîâó òðàºêòî-

ð³þ. Ïðîàíàë³çóâàòè îòðèìàí³ ðåçóëüòàòè çàëåæíî â³ä ïàðàìåòðà . 
Ïðèêëàä 10. Ìîäåëü òðàíñìåìáðàííîãî ïåðåíåñåííÿ ³îí³â. Ðîç-

ãëÿíåìî ñèñòåìó ïåðåíåñåííÿ ³îí³â êàë³þ K+ òà âîäíþ H+ êð³çü 
êë³òèííó ìåìáðàíó çà ó÷àñòþ íåãàòèâíî çàðÿäæåíîãî íîñ³ÿ Ò—. ¯¿ 
ïðèêëàäîì ìîæå áóòè ñèñòåìà K+–H+ àíòèïîðòó çà ó÷àñòþ í³ãå-
ðèöèíó, ÿêèé ìàº ñàéòè çâ’ÿçóâàííÿ ÿê äëÿ ïðîòîíà, òàê ³ êàë³þ. 
Ïðè ïîáóäîâ³ ìîäåë³ âèêîðèñòîâóºìî òàê³ ïðèïóùåííÿ: íàäõîä-
æåííÿ òà â³äò³ê ³îí³â ó ñèñòåìó â³äáóâàºòüñÿ ó ïðèìåìáðàííèõ 
øàðàõ (VK ³ VH – øâèäêîñò³ íàäõîäæåííÿ ³îí³â êàë³þ òà âîäíþ 
â³äïîâ³äíî), íîñ³é çäàòåí ïåðåíîñèòè ³îíè êð³çü ìåìáðàíó â ôîð-
ì³ íåéòðàëüíèõ êîìïëåêñ³â ÒÍ ³ ÒÊ àáî çàðÿäæåíîãî êîìïëåêñó 
ÒÍÊ+ (îäíàê ââàæàºìî, ùî êîíñòàíòà çâ’ÿçóâàííÿ äëÿ êîìïëåêñó 
ÒÍÊ+ çíà÷íî á³ëüøà, í³æ äëÿ êîìïëåêñó ÒÊ, òîáòî ïåðåíåñåííÿ 
³îíà êàë³þ êð³çü ìåìáðàíó â³äáóâàºòüñÿ ó ôîðì³ ÒÍÊ+). Òîä³ ê³-
íåòè÷íó ñõåìó öèõ ïðîöåñ³â ìîæíà çàïèñàòè òàê: 

2

1
H 1 2 HH T TH T Hk

k
V V



           

4

3
K 1 2 KK TH THK TH K ,k

k
V V
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äå ³íäåêñè 1 ³ 2 á³ëÿ êîíöåíòðàö³é ³îí³â â³äïîâ³äàþòü ïðèìåì-
áðàííîìó øàðó çîâí³ òà âñåðåäèí³ ìåìáðàíè; k±1,3 – êîíñòàíòè 
àñîö³àö³¿ òà äèñîö³àö³¿ êîìïëåêñ³â; k+2,4 – êîíñòàíòè òðàíñìåì-
áðàííîãî ïåðåíåñåííÿ êîìïëåêñó òà éîãî äèñîö³àö³¿. 

Ñèñòåìà ê³íåòè÷íèõ ð³âíÿíü, ÿêà îïèñóº ö³ ïðîöåñè, ìàº òàêèé 
âèãëÿä: 

 1

H 1 1 1

H
H T TH ,

d
V k k

dt


 

 

             

 2

K 3 2 3

K
K TH THK ,

d
V k k

dt


 

 

             

  1 1 1 2

T
H T TH ,

d
k k k

dt


 

  

              

   3 2 3 4

THK
TH K THK ,

d
k k k

dt


 

  

             

  0T TH THK T ,                           (1.84) 

äå Ò0 – çàãàëüíà êîíöåíòðàö³ÿ íîñ³ÿ ó â³ëüí³é òà çâ’ÿçàí³é ó 
êîìïëåêñè ôîðìàõ. 

Ç ìåòîþ ïîäàëüøîãî äîñë³äæåííÿ ö³º¿ ñèñòåìè ð³âíÿíü ïå-
ðåéäåìî äî áåçðîçì³ðíèõ çì³ííèõ: 

1H
,

Km

x

    
2K

,
Km

y

    0 4T
,

Km

t k
t    1 2

1

K ,m

k k

k
 




   

3 4

3

K ,m

k k

k
 




  H

H

4 0

K
,

T K
m

m

V
V

k

   K
K

4 0

,
T

V
V

k

   2

4

K
.

K
m

m

k

k




   

Çà ïðèïóùåííÿ, ùî êîíöåíòðàö³ÿ íîñ³ÿ çíà÷íî ìåíøà â³ä 
êîíöåíòðàö³¿ ³îí³â êàë³þ òà âîäíþ, òðåòº ³ ÷åòâåðòå äèôåðåíö³àëüí³ 
ð³âíÿííÿ ñèñòåìè (1.84) ìîæíà çàì³íèòè àëãåáðà¿÷íèìè. Ñïðà-

âåäëèâà òàêà íåð³âí³ñòü: 0T K .m  Òîä³ ñèñòåìà íåë³í³éíèõ äèôå-

ðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ó áåçðîçì³ðíèõ êîíöåíòðàö³ÿõ ïðîòîí³â x òà 
³îí³â êàë³þ y ìàòèìå òàêèé âèãëÿä (øòðèõè á³ëÿ ÷àñîâî¿ êîîðäè-
íàòè òà øâèäêîñòåé íàäõîäæåííÿ ³îí³â êàë³þ ³ âîäíþ îïóñêàºìî): 

H

K

( , ),
1

( , ).
1

dx x
V P x y

dt x xy

dy xy
V Q x y

dt x xy

     

   
  

              (1.85) 
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Öÿ ñïðîùåíà ìîäåëüíà ñèñòåìà ìàº ºäèíèé ñòàö³îíàðíèé ñòàí: 

H

K

00
1

0 0.
1

xdx V
x xydt

dy xy
V

dt x xy

        
 
   

  

H K 0.V y V    

 
H

K H1

V
x

V V

  

 ³ K

H

V
y

V


 . 

Îòæå, ìîæëèâà äèíàì³÷íà ð³âíîâàãà äëÿ îáîõ òèï³â ³îí³â. Çà-
óâàæèìî, ùî çà çì³ñòîì âåëè÷èíà x  > 0, òîìó ³ñíóº îáìåæåííÿ 

íà âèá³ð ïàðàìåòð³â ìîäåë³:  K H1 0.V V     

Äîñë³äèìî íà ñò³éê³ñòü çíàéäåíèé ñòàö³îíàðíèé ñòàí ñèñòåìè 
(1.85) ìåòîäîì Ëÿïóíîâà: 

( , )xP x y  = 
 




  2
1 x xy

; ( , )yP x y  = 
 



 

2

2
;

1

x

x xy
 ( , )xQ x y  =  

= 
 


  2

;
1

y

x xy
 ( , )yQ x y  = 

 



  2

(1 )
.

1

x x

x xy
 

Òîä³ äëÿ ñòàö³îíàðíîãî ñòàíó ìàºìî 

  2

K H1
( , )x

V V
a P x y

      


; 
2

H( , )y

V
b P x y 


;  

  2

K H K

H

1
( , )x

V V V
c Q x y

V

      


; 
 H K1

( , )y

V V
d Q x y


  


; 

            


2

K H H K

1,2

1 1

2

V V V V
 

                     
  
 

2
2 2

K H H K K H H

2

1 1 1
.

2

V V V V V V V
(1.86)  

Ó âèðàç³ (1.86) ðîçãëÿíåìî äâà ìîæëèâèõ âèïàäêè: 

1) 
   

22

K H H K1 1

2

V V V V        
 
 

  2

K H H

2

1
0

V V V     


; 
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2) 
     

22 2

K H H K K H H

2

1 1 1
0

2

V V V V V V V                 
  
 

. 

Ó ïåðøîìó âèïàäêó çàâæäè ðåàë³çóºòüñÿ ñò³éêèé âóçîë (áåçêîëè-
âàëüíèé ðóõ), ó äðóãîìó – ñò³éêèé ôîêóñ (êîëèâàëüíèé ðóõ). 

Ðèñ. 1.31 ³ 1.32 ³ëþñòðóþòü ê³íåòè÷í³ êðèâ³ òà ôàçîâó òðàºê-
òîð³þ äëÿ ìîäåë³ òðàíñìåìáðàííîãî ïåðåíåñåííÿ ³îí³â (1.85) ó 
âèïàäêó áåçêîëèâàëüíîãî ðóõó. 

Ç ðèñ. 1.31 áà÷èìî, ùî êîíöåíòðàö³¿ ³îí³â âîäíþ (êðèâà x(t) 
ð³çêî) òà êàë³þ (êðèâà y(t) ïëàâíî) ñïî÷àòêó ñïàäàþòü, à ç ÷àñîì, 
äåùî çðîñòàþ÷è, âèõîäÿòü íà ïëàòî. 

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñò³éíî¿ ðîáîòè. Ïîáóäóâàòè ê³íåòè÷í³ êðèâ³ 
òà ôàçîâó òðàºêòîð³þ äëÿ ìîäåë³ òðàíñìåìáðàííîãî ïåðåíåñåííÿ 
³îí³â (1.85) â îêîë³ ñòàö³îíàðíîãî ñòàíó òèïó ñò³éêèé ôîêóñ (êî-
ëèâàëüíèé ðóõ). 

Ïðèêëàä 11. Ìîäåëü ôàãîòåðàï³¿ áàêòåð³àëüíî¿ ³íôåêö³¿. Ç â³ä-
êðèòòÿì àíòèá³îòèê³â ëþäñòâî îòðèìàëî øàíñ íà åôåêòèâíå ë³-
êóâàííÿ áàãàòüîõ ³íôåêö³éíèõ çàõâîðþâàíü, ó òîìó ÷èñë³ é áàê-
òåð³àëüíî¿ åò³îëîã³¿. Ïåðø³ ñïðîáè çàñòîñóâàííÿ àíòèá³îòèê³â âèÿ-
âèëèñÿ íàäçâè÷àéíî óñï³øíèìè: ë³êè åôåêòèâíî ïðèãí³÷óâàëè 
ðîçìíîæåííÿ øê³äëèâèõ ì³êðîîðãàí³çì³â. Îäíàê ç ÷àñîì ö³ ïðå-
ïàðàòè ïðèïèíèëè àêòèâíî ä³ÿòè íà õâîðîáîòâîðí³ àãåíòè. Ïðè-
÷èíîþ ñòàëà ïîÿâà ðåçèñòåíòíèõ øòàì³â òà ¿õ ñåëåêö³ÿ çà ä³¿ àí-
òèá³îòèê³â. Ñàìå âèñîêèé ð³âåíü ñò³éêîñò³ áàãàòüîõ ïàòîãåí³â äî 
ñó÷àñíèõ ïðåïàðàò³â òà íåîáõ³äí³ñòü ñòâîðåííÿ íîâèõ â³äðîäèëè 
³íòåðåñ äî ôàãîòåðàï³¿. Áàêòåð³îôàãè º ïðèðîäíèìè â³ðóñàìè áàê-

     

Ðèñ. 1.31. Çì³íà ç ÷àñîì êîíöåíòðàö³é ïðîòîí³â (x) òà ³îí³â êàë³þ (y) äëÿ 
ìîäåë³ òðàíñìåìáðàííîãî ïåðåíåñåííÿ ³îí³â (1.85) 

Ðèñ. 1.32. Ôàçîâà òðàºêòîð³ÿ äëÿ ìîäåë³ òðàíñìåìáðàííîãî ïåðåíåñåííÿ 
³îí³â (1.85) 
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òåð³é, ÿê³ íå çàâäàþòü øêîäè òåïëîêðîâíèì òâàðèíàì ³ ëþäèí³. 
Âîíè ìàþòü ÷èìàëî ïåðåâàã ïåðåä àíòèá³îòèêàìè. Òàê, áàêòåð³î-
ôàãè º âèäî- ³ øòàìîñïåöèô³÷íèìè, âîíè âðàæàþòü ëèøå ïàòî-
ãåíí³ ì³êðîîðãàí³çìè òà íå âïëèâàþòü íà êîðèñíó ì³êðîôëîðó. 
Ê³ëüê³ñòü áàêòåð³îôàã³â íå çìåíøóºòüñÿ ï³ñëÿ ââåäåííÿ, à íàâïà-
êè, çá³ëüøóºòüñÿ ç ï³äâèùåííÿì ê³ëüêîñò³ ïàòîãåí³â. Òàêèì ÷è-
íîì, âîíè ìîæóòü êîíòðîëþâàòè ïîïóëÿö³þ çáóäíèêà. Áàêòåð³î-
ôàãè º á³îëîã³÷íèìè ñèñòåìàìè, çäàòíèìè äî åâîëþö³éíèõ çì³í: 
íàïðèêëàä, âîíè ïðèñòîñîâóþòüñÿ äî çì³í ó ïîïóëÿö³¿ áàêòåð³¿-
õàçÿ¿íà. Îòæå, âèíèêíåííÿ ðåçèñòåíòíîñò³ ó öüîìó âèïàäêó íå-
ìîæëèâå, òîìó áàêòåð³îôàã³â ðîçãëÿäàþòü ÿê ïîòåíö³éíèõ àãåíò³â 
ó òåðàï³¿ áàêòåð³àëüíèõ ³íôåêö³é. 

Ñïðîùåíà ìîäåëü ôàãîòåðàï³¿ áàêòåð³àëüíî¿ ³íôåêö³¿ ´ðóíòóº-
òüñÿ íà âçàºìîä³¿ ë³òè÷íîãî áàêòåð³îôàãà ç ïîïóëÿö³ºþ ÷óòëèâî¿ 
áàêòåð³¿-õàçÿ¿íà çà óìîâ â³äãóêó ³ìóííî¿ ñèñòåìè ëþäèíè ùîäî 
îáîõ ì³êðîîðãàí³çì³â. Ïðèïóñòèìî, ùî ó äåÿêèé ìîìåíò ÷àñó t â 
îðãàí³çì³ ëþäèíè ³ñíóþòü ôàãîâ³ ÷àñòèíêè ç êîíöåíòðàö³ºþ y(t) 
òà íå³íô³êîâàíà áàêòåð³îôàãîì ïîïóëÿö³ÿ áàêòåð³é ç êîíöåíòðà-
ö³ºþ x(t). Ââàæàºìî, ùî øâèäê³ñòü ïðèðîñòó áàêòåð³é ïðÿìî 
ïðîïîðö³éíà êîåô³ö³ºíòó 1 òà ¿õ ïîòî÷í³é êîíöåíòðàö³¿. Çìåí-
øåííÿ êîíöåíòðàö³¿ áàêòåð³é â³äáóâàºòüñÿ ç³ øâèäê³ñòþ 1 âíà-
ñë³äîê ïåðåäà÷³ áàêòåð³îôàãà â³ä îäí³º¿ áàêòåð³¿ äî ³íøî¿ òà åôåê-
òèâíîñò³ ë³çèñó. Äî çìåíøåííÿ êîíöåíòðàö³¿ áàêòåð³é ïðèâîäèòü 
òàêîæ ä³ÿ ³ìóííî¿ ñèñòåìè, åôåêòèâí³ñòü ÿêî¿ áóäåìî õàðàêòåðèçó-
âàòè êîåô³ö³ºíòîì 1. Òîä³ ê³íåòè÷íå ð³âíÿííÿ, ùî â³äîáðàæàº çì³íó 
êîíöåíòðàö³¿ áàêòåð³é â îðãàí³çì³ ëþäèíè ç ÷àñîì, ìàòèìå âèãëÿä 

1 1 1 1 1 1( ) ( , ).
dx

x xy x x xy P x y
dt

                    (1.87) 

Êîíöåíòðàö³ÿ ôàãîâèõ ÷àñòèíîê çá³ëüøóºòüñÿ ï³ä ÷àñ ë³çèñó 

³íô³êîâàíèõ áàêòåð³àëüíèõ êë³òèí ç³ øâèäê³ñòþ 2, ³ çìåíøóºòüñÿ 
âíàñë³äîê ³íô³êóâàííÿ íîâèõ êë³òèí (àäæå â³ðóñ ïðîíèêàº âñåðå-

äèíó êë³òèíè) ç³ øâèäê³ñòþ 2, à òàêîæ ñïîíòàííîãî ðîçïàäàííÿ 

ïîçà êë³òèíîþ áàêòåð³é òà ä³¿ ³ìóííî¿ ñèñòåìè ç³ øâèäê³ñòþ 2. Ó 
òàêîìó âèïàäêó ê³íåòè÷íå ð³âíÿííÿ çì³íè êîíöåíòðàö³¿ áàêòåð³î-
ôàãà ç ÷àñîì çàïèøåìî ó âèãëÿä³ 

2 2 2 2 2 2( ) ( , ).
dy

xy xy y xy y Q x y
dt

                  (1.88) 

Ñèñòåìà íåë³í³éíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ïåðøîãî ïî-
ðÿäêó (1.87), (1.88) îïèñóº ìîäåëü ôàãîòåðàï³¿ áàêòåð³àëüíî¿ ³í-
ôåêö³¿. Çíàéäåìî ñòàö³îíàðí³ ñòàíè ö³º¿ ñèñòåìè. ¯õ äâà: 
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1 1 1

2 2 2

0 0

( ) 0.
0

dõ
x ydt

dy y x

dt

       
 

 
        


 

                  1) 1 0x  ³ 1 0;y   

2) 



  

2
2

2 2

x  ³ 
  




1 1
2

1

y .                          (1.89) 

Îòæå, â îðãàí³çì³ ìîæëèâå ñï³â³ñíóâàííÿ ïîïóëÿö³¿ áàêòåð³é 
òà ôàãîâèõ ÷àñòèíîê. 

Çàóâàæèìî, ùî çà çì³ñòîì âåëè÷èíè x  > 0 òà y  > 0, òîìó ³ñ-

íóþòü îáìåæåííÿ íà âèá³ð ïàðàìåòð³â ìîäåë³ ó âèïàäêó ñòàö³î-
íàðíîãî ñòàíó 2: 

2 2

1 1

,

.

  
  

                                       (1.90) 

Äîñë³äèìî ö³ ñòàö³îíàðí³ ñòàíè íà ñò³éê³ñòü ìåòîäîì Ëÿïóíîâà: 

( , )xP x y  =     1 1 1 ;y ( , )yP x y  = 1 ;x ( , )xQ x y  = 2 2( ) ;y     

( , )yQ x y  =     2 2 2( ) .x  

Äëÿ ñòàö³îíàðíîãî ñòàíó 1 ìàºìî 

1 1( , )xa P x y    1 1;b = 1 1( , )yP x y  0; ñ = 1 1( , )xQ x y  = 0; 

d = 
1 1( , )yQ x y  = 2;  

1,2 = 
1 1

2

0,

0.

   
 

                          (1.91) 

Òàêèì ÷èíîì, ñòàö³îíàðíèé ñòàí 1 º ñ³äëîì (   1 20, 0 ). 

Äëÿ ñòàö³îíàðíîãî ñòàíó 2 ìàºìî 

2 2( , )xa P x y  0; b = 2 2( , )yP x y 
 


  

1 2

2 2

; 

ñ = 2 2( , )xQ x y  = 
     


1 1 2 2

1

( )( )
;  d = 2 2( , )yQ x y  = 0; 

1,2 =      1 1 2 .i                          (1.92) 
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Îòæå, ñòàö³îíàðíèé ñòàí 2 º öåíòðîì (ðèñ. 1.33), ³ çì³íè êîí-
öåíòðàö³¿ áàêòåð³é òà áàêòåð³îôàãà â éîãî îêîë³ çì³íþþòüñÿ çà 
êîëèâàëüíèì çàêîíîì (ðèñ. 1.34). ßê áà÷èìî, çá³ëüøåííÿ êîíöåí-
òðàö³¿ áàêòåð³îôàãà âåäå äî çìåíøåííÿ ïîïóëÿö³¿ áàêòåð³é (ë³êó-
âàëüíèé åôåêò). Â³ðóñ íå çäàòåí ðîçìíîæóâàòèñÿ ïîçà êë³òèíîþ, 
òîìó éîãî ê³ëüê³ñòü çìåíøóºòüñÿ ç ÷àñîì, ç äîñÿãíåííÿì ïåâíîãî 
êðèòè÷íîãî ¿¿ çíà÷åííÿ ïî÷èíàº çá³ëüøóâàòèñÿ ïîïóëÿö³ÿ áàêòå-
ð³é. Òàê³ íåçãàñàþ÷³ êîëèâàííÿ äîñë³äæóâàíèõ êîíöåíòðàö³é áàê-

òåð³é òà áàêòåð³îôàãà ç ÷àñòîòîþ       1 1 2  ìîæóòü òðèâàòè 

äîòè, äîêè ÿêèéñü çîâí³øí³é ÷èííèê (íàïðèêëàä, äîäàòêîâà òå-
ðàï³ÿ) íå çìóñèòü ñèñòåìó ïåðåéòè â ³íøèé ñòàö³îíàðíèé ñòàí. 

Ïðèêëàä 12. Ìîäåëü ïîøèðåííÿ Â²Ë-³íôåêö³¿. Äîñ³ ìè ðîçãëÿ-
äàëè ìîäåë³ á³îëîã³÷íèõ ïðîöåñ³â, ÿê³ îïèñóþòüñÿ äâîìà äèôåðåí-
ö³àëüíèìè ð³âíÿííÿìè ïåðøîãî ïîðÿäêó. Ç îãëÿäó íà òå, ùî ó 
á³ëüøîñò³ âèïàäê³â òàê³ ìîäåë³ ìàþòü á³ëüøó ê³ëüê³ñòü çì³ííèõ ³ 
ïàðàìåòð³â, ðîçãëÿíåìî ÿê ïðèêëàä íàéïðîñò³øó ìîäåëü ïîøè-
ðåííÿ Â²Ë-³íôåêö³¿ â îðãàí³çì³ 

1

2

3

( , , ),

( , , ),

( , , ),

dx
a bx kzx f x y z

dt

dy
kzx dy f x y z

dt

dz
ny cz f x y z

dt

    

   



  

                   (1.93) 

äå x – ê³ëüê³ñòü íå³íô³êîâàíèõ êë³òèí-ì³øåíåé (Ò-êë³òèíè); y – 
ê³ëüê³ñòü ³íô³êîâàíèõ êë³òèí, ùî ïðîäóêóþòü â³ðóñ; z – ê³ëüê³ñòü 

â³ðóñíèõ ÷àñòèíîê; à ³ b – øâèä-
ê³ñòü íàäõîäæåííÿ ³ çàãèáåë³ 
íå³íô³êîâàíèõ Ò-êë³òèí; k – 
êîåô³ö³ºíò âçàºìîä³¿ íå³íô³êî-
âàíèõ Ò-êë³òèí ç â³ðóñíèìè 
÷àñòèíêàìè; d – øâèäê³ñòü çà-
ãèáåë³ ³íô³êîâàíèõ Ò-êë³òèí; 
n – ê³ëüê³ñòü â³ðóñíèõ ÷àñòè-
íîê, ÿê³ âèðîáëÿº êîæíà ³íô³- 
 

Ðèñ. 1.33. Ôàçîâà òðàºêòîð³ÿ äëÿ 
ìîäåë³ ôàãîòåðàï³¿ áàêòåð³àëüíî¿ ³í-
ôåêö³¿ (1.87), (1.88)  
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Ðèñ. 1.34. Äèíàì³êà êîí-
öåíòðàö³é áàêòåð³é (x(t)) 
òà áàêòåð³îôàãà (y(t)) çà 
ìîäåëëþ ôàãîòåðàï³¿ áàê-
òåð³àëüíî¿ ³íôåêö³¿ (1.87), 
(1.88) 

 
 
 
 

 
 
êîâàíà êë³òèíà óïðîäîâæ êîæíîãî öèêëó; ñ – øâèäê³ñòü ³íàêòè-
âàö³¿ â³ðóñó. 

Íàãàäàºìî, ùî ó ðàç³ ïîòðàïëÿííÿ ñòîðîíí³õ ñóáñòàíö³é â îð-
ãàí³çì ëþäèíè ³ìóííà ñèñòåìà âèðîáëÿº ³ìóííó â³äïîâ³äü. Íàñàì-
ïåðåä ïàòîãåí ñòèêàºòüñÿ ç ìàêðîôàãàìè, êë³òèíàìè ³ìóííî¿ ñèñ-
òåìè – Ò-êë³òèíàìè. ßê é óñ³ â³ðóñè, Â²Ë íå çäàòåí ñàìîñò³éíî 
â³äòâîðþâàòèñÿ, éîìó íåîáõ³äíà äîïîìîãà êë³òèíè-õàçÿ¿íà. Â³ðóñè 
ìàþòü êîï³¿ ñâî¿õ ÄÍÊ (àáî, ÿê ó âèïàäêó ç Â²Ë – ÐÍÊ) ³ âáóäî-
âóþòü ¿õ ó ÄÍÊ õàçÿ¿í³â. Îòæå, êîëè êë³òèíà-õàçÿ¿í ñòèìóëþºòüñÿ 
äî â³äòâîðåííÿ, âîíà âèðîáëÿº êîï³¿ â³ðóñó. Â³äòâîðåííÿ Â²Ë 
ïîâ’ÿçàíå ëèøå ç ïåâíèìè êë³òèíàìè. Â³ðóñ àêòèâíî ïðîíèêàº ó 
êë³òèíè, íà ïîâåðõí³ ÿêèõ çíàõîäèòüñÿ ðåöåïòîð CD4, ç ÿêèì â³í 
âçàºìîä³º. Òàêèì ÷èíîì, ïðîíèêàþ÷è â îðãàí³çì, Â²Ë ïåðåäóñ³ì 
íàö³ëåíèé íà CD4+ Ò-êë³òèíè. Êð³ì òîãî, ðåöåïòîð CD4 íàÿâíèé 
ó êë³òèíàõ, ùî öèðêóëþþòü ó êðîâ³, ë³ìô³ é òêàíèíí³é ð³äèí³. 
Ñàìå òå, ùî CD4+ Ò-êë³òèíè â³ä³ãðàþòü êëþ÷îâó ðîëü ³ìóííî¿ â³ä-
ïîâ³ä³, º îñíîâíîþ ïðè÷èíîþ ðóéí³âíî¿ ä³¿ Â²Ë. 

Äëÿ ö³º¿ ìîäåë³ ³ñíóþòü äâà ñòàö³îíàðí³ ñòàíè: 

  
   
  

0

0

0

a bx kzx

kzx dy

ny cz

  
  

0

0

a bx dy

ny cz

     


( )

a bx
y

d

ny n a bx
z

c cd

 

( ) 0
kn

a bx a bx x
cd

           
 

( ) 1 0
kn

a bx x
cd

 

 


.

a
x

b

cd
x

kn

 

    1) 
a

x
b

 , 0y  , 0z  . 
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    2) 
cd

x
kn

 , 
akn bcd

y
knd


 ,

akn bcd
z

kcd


  çà óìîâè akn bcd   

 0 1.
akn

R
bcd

                                                           (1.94) 

Äîñë³äèìî ñòàö³îíàðíèé ñòàí 2 (1.94) íà ñò³éê³ñòü ìåòîäîì 
Ëÿïóíîâà. Áóäóºìî ìàòðèöþ ë³íåàðèçîâàíî¿ ñèñòåìè (1.93) 

À = ( )ikf
 

  
i

k

f

x
 

1 1 1 1 1 1

1 2 3

2 2 2 2 2 2

1 2 3

3 3 33 3 3

1 2 3

0

0

f f f f f f

x x x x y z
b kz kx

f f f f f f
kz d kx

x x x x y z
n c

f f ff f f

x y zx x x

       
               
                                    
          

   (1.95) 

òà çíàõîäèìî ìàòðèöþ À0 ó ñòàö³îíàðí³é òî÷ö³ 2: 

À0

0

0

b kz kx

kz d kx

n c

   
    
  

 0

0

akn cd

cd n

akn bcd cd
d

cd n

n c

   
 

   
  
  

.               (1.96) 

Äàë³ çíàõîäèìî âëàñí³ ÷èñëà i (ïàðàìåòðè Ëÿïóíîâà, 1,3i  ) 

õàðàêòåðèñòè÷íîãî ð³âíÿííÿ ìàòðèö³ À0: 

0

0

0

akn cd

cd n

akn bcd cd
d

cd n

n c

   


  

 

.        (1.97) 
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Ðîçêðèâàºìî âèçíà÷íèê òðåòüîãî ïîðÿäêó çà äîïîìîãîþ àëãå-
áðà¿÷íèõ äîïîâíåíü, íàïðèêëàä çà òðåò³ì ðÿäêîì (â³í çðó÷íèé 
òèì, ùî ì³ñòèòü, çîêðåìà, íóëüîâèé åëåìåíò ìàòðèö³), ³ îòðèìàº-
ìî êóá³÷íå ð³âíÿííÿ äëÿ çíàõîäæåííÿ ïàðàìåòð³â Ëÿïóíîâà: 

           3 2 ( ) ( 1) 0.bR c d bR c d bcd R         (1.98) 

Ç îãëÿäó íà òå, ùî âåëè÷èíà R > 1 (óìîâà ïîøèðåííÿ ³íôåê-
ö³¿, ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó â³ðóñ åë³ì³íóºòüñÿ) óñ³ ä³éñí³ êîðåí³ 

ð³âíÿííÿ (1.98) çíàõîäÿòüñÿ ó ë³â³é ï³âïëîùèí³ (i < 0, 1,3i  ) (ó 

âèïàäêó êîìïëåêñíèõ êîðåí³â ¿õ ä³éñí³ ÷àñòèíè â³ä’ºìí³), òîáòî 
còàö³îíàðíèé ñòàí 2 º ñò³éêèì âóçëîì (àáî ôîêóñîì). 

Íà ðèñ. 1.35 ³ 1.36 ïîêàçàíî ê³íåòè÷í³ êðèâ³ òà ôàçîâó òðàºê-
òîð³þ äëÿ ìîäåë³ ïîøèðåííÿ Â²Ë-³íôåêö³¿ (1.93) ó ðàç³ êîëèâàëü-
íîãî ðóõó. 

Ç ðèñ. 1.35 áà÷èìî, ùî çàïðîïîíîâàíà ìîäåëü â³äòâîðþº áà-

çîâèé ï³ê â³ðóñíî¿ ïîïóëÿö³¿ (êðèâà z(t)) çà ïåðâèííî¿ ³íôåêö³¿, 

ïîò³ì âîíà çìåíøóºòüñÿ ³ çàëèøàºòüñÿ íà íèçüêîìó ð³âí³ (ñòàä³ÿ 

îäóæàííÿ, êîëè íå³íô³êîâàí³ Ò-êë³òèíè äîì³íóþòü (êðèâà x(t)), 
ùî â³äïîâ³äàº åêñïåðèìåíòàëüíèì äàíèì. Âàæëèâî, ùî â³ðóñ íå 

çàëèøàºòüñÿ ëàòåíòíèì óïðîäîâæ áåçñèìïòîìíî¿ ñòàä³¿ ³íôåêö³¿, 

â³í ïîñò³éíî ðåïë³êóºòüñÿ, ùî äàº çìîãó ³íôåêö³¿ ðîçâèâàòèñÿ 

øâèäêèìè òåìïàìè. 

Çàâäàííÿ 1 äëÿ ñàìîñò³éíî¿ ðîáîòè. Ïîáóäóâàòè ê³íåòè÷í³ 

êðèâ³ òà ôàçîâó òðàºêòîð³þ äëÿ ìîäåë³ ïîøèðåííÿ Â²Ë-³íôåêö³¿ 

(1.93) ó âèïàäêó áåçêîëèâàëüíîãî ðóõó. 

Çàâäàííÿ 2 äëÿ ñàìîñò³éíî¿ ðîáîòè. Ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü ãó-

ìîðàëüíîãî ³ìóí³òåòó ìàº âèãëÿä 

,

,

,

dx
Ax Bxy Cx

dt

dy
Dz Kxy Ly

dt

dz Mx
Nz

dt x Q


  


   



  

 

äå x – êîíöåíòðàö³ÿ àíòèãåí³â (â³ðóñ³â, áàêòåð³é òà ³í.); y – 

êîíöåíòðàö³ÿ àíòèò³ë, ÿê³ íåéòðàë³çóþòü àíòèãåíè; z – êîíöåíò-

ðàö³ÿ ïëàçìàòè÷íèõ êë³òèí, ùî ñèíòåçóþòü àíòèò³ëà; A, B, C, D, 
K, L, M, Q òà N – ïàðàìåòðè ³ìóííî¿ ñèñòåìè. 
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Ðèñ. 1.35. Äèíàì³êà ïîïó-
ëÿö³é â³ðóñ³â (z(t)), íå³í-
ô³êîâàíèõ (x(t)) òà ³íô³êî-
âàíèõ (y(t)) Ò-êë³òèí çà 
ìîäåëëþ ïîøèðåííÿ Â²Ë-
³íôåêö³¿ (1.93) 

 
 
 
 
 
 

Ï³ä ÷àñ ïîáóäîâè ö³º¿ ìîäåë³ âçÿòî äî óâàãè òàê³ ÷èííèêè 
³ìóííî¿ ðåàêö³¿ îðãàí³çìó: 

— ê³ëüê³ñòü ÷óæîð³äíèõ â³ðóñ³â ³ áàêòåð³é çá³ëüøóºòüñÿ çà ë³-
í³éíèì çàêîíîì: Ax, ïðè÷îìó êîåô³ö³ºíò A îáåðíåíî ïðîïîðö³é-
íèé òåìïåðàòóð³ (Ò) îðãàí³çìó àáî ä³ëÿíêè ò³ëà: A(T) = a/T; 

— íåéòðàë³çàö³ÿ àíòèãåí³â çà äîïîìîãîþ àíòèò³ë ³ìóííî¿ ñèñ-
òåìè: —Bxy; 

— çìåíøåííÿ ê³ëüêîñò³ àíòèãåí³â ïðèðîäíèì øëÿõîì: —Cx; 
— ïðîäóêóâàííÿ àíòèò³ë ïëàçìàòè÷íèìè êë³òèíàìè: Dz; 
— çìåíøåííÿ ê³ëüêîñò³ àíòèò³ë çà íåéòðàë³çàö³¿ àíòèãåí³â: —Kxy; 
— çìåíøåííÿ ê³ëüêîñò³ àíòèò³ë 

ïðèðîäíèì øëÿõîì: —Ly; 
— çá³ëüøåííÿ ê³ëüêîñò³ ïëàçìà-

òè÷íèõ êë³òèí óíàñë³äîê ñòèìóëÿö³¿ 

àíòèãåíàìè: 


Mx

x Q
, ïðè÷îìó êîåô³-

ö³ºíò M ïðÿìî ïðîïîðö³éíèé òåì-
ïåðàòóð³ îðãàí³çìó àáî éîãî ÷àñòèíè: 
M = mÒ; 

— çìåíøåííÿ ê³ëüêîñò³ ïëàçìàòè-
÷íèõ êë³òèí ïðèðîäíèì øëÿõîì: —Nz. 

Çàïðîïîíîâàíà ìàòåìàòè÷íà ìî-
äåëü îïèñóº òàê³ ïðîöåñè â îðãàí³ç-
ì³: à) ñóáêë³í³÷íà ³ ãîñòðà ôîðìè 
ïåðåá³ãó ³íôåêö³éíîãî çàõâîðþâàí-
íÿ; á) õðîí³÷íà ³ ëåòàëüíà ôîðìè 
³íôåêö³éíîãî çàõâîðþâàííÿ (áåç òå-
ðàïåâòè÷íîãî âïëèâó). 

Ðèñ. 1.36. Ôàçîâà òðàºêòîð³ÿ (3D-ïðîñò³ð) 
äëÿ ìîäåë³ ïîøèðåííÿ Â²Ë-³íôåêö³¿ (1.93) 
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Åêñïåðèìåíòàëüíî äîâåäåíî, ùî õðîí³÷íó ôîðìó ³íôåêö³éíî-
ãî çàõâîðþâàííÿ ìîæíà ïåðåâåñòè â ãîñòðó ç ïîäàëüøèì îäó-
æàííÿì îðãàí³çìó äâîìà ñïîñîáàìè: 

1) ã³ïåðòåðì³ÿ – øòó÷íå ï³äâèùåííÿ òåìïåðàòóðè âñüîãî îð-
ãàí³çìó àáî éîãî ÷àñòèíè ë³êàðñüêèìè àáî ô³ç³îòåðàïåâòè÷íèìè 
çàñîáàìè, ÿê³ íå ñïðè÷èíþþòü ïîá³÷íó ä³þ íà ³ìóííó ñèñòåìó 
îðãàí³çìó; 

2) çàãîñòðåííÿ – ââåäåííÿ â îðãàí³çì á³îñòèìóëÿòîðà – êîí-
êóðåíòíîãî íåïàòîãåííîãî àíòèãåíà, ùî íå ðîçìíîæóºòüñÿ. Ïðîòè-
â³ðóñíèé ³ìóí³òåò òèì÷àñîâî îñëàáëþºòüñÿ, ³ â³ðóñ ìàº ìîæëè-
â³ñòü ðîçìíîæóâàòèñÿ. Îäíàê çãîäîì ïîñèëþºòüñÿ ³ìóííà â³äïî-
â³äü îðãàí³çìó, ùî âåäå äî øâèäêîãî îäóæàííÿ. 

Çíàéòè òà äîñë³äèòè ñòàö³îíàðí³ ñòàíè ìîäåë³ ãóìîðàëüíîãî 
³ìóí³òåòó. Ïîáóäóâàòè â³äïîâ³äí³ ê³íåòè÷í³ êðèâ³ òà ôàçîâó òðàºê-
òîð³þ äëÿ íå¿. Çàëåæíî â³ä âèáîðó ïàðàìåòð³â ìîäåë³ À ³ M ÿê 
ôóíêö³é òåìïåðàòóðè ïðîàíàë³çóâàòè ïîòåíö³éíó ìîæëèâ³ñòü 
îäóæàííÿ îðãàí³çìó çà âèêîðèñòàííÿ ìåòîäó ã³ïåðòåðì³¿ (âèçíà-
÷èòè îïòèìàëüíó òåìïåðàòóðó ò³ëà ïàö³ºíòà, çà ÿêî¿ ìîæëèâå 
îäóæàííÿ). 

§ 6. Хаотичні процеси у детермінованих системах 

Ó ìåæàõ ê³ëüê³ñíîãî àíàë³çó áàãàòüîõ á³îëîã³÷íèõ íåë³í³éíèõ 
ìîäåëåé ç ÷èñëîì ñòóïåí³â ñâîáîäè á³ëüøå äâîõ çà ïåâíèõ êðè-
òè÷íèõ çíà÷åíü ¿õ âíóòð³øí³õ ïàðàìåòð³â ñïîñòåð³ãàºòüñÿ õàîñ. 
Öå îçíà÷àº, ùî íà äîâîë³ âåëèêèõ ÷àñîâèõ ïðîì³æêàõ ïîâåä³íêà 
ñèñòåì ñòàº íåïåðåäáà÷óâàíîþ ³ âîíè ïåðåáóâàþòü ó ñòàí³ áåçëà-
äó òà íåðåãóëÿðíîñò³. Âàæëèâî íàãîëîñèòè, ùî õàîñ âèíèêàº ÿê 
ðåçóëüòàò âíóòð³øíüî¿ äèíàì³êè ñèñòåìè, à íå âíàñë³äîê ä³¿ çîâ-
í³øí³õ äæåðåë àáî çîâí³øí³õ âèïàäêîâèõ ÷èííèê³â. Ñïðàâæíÿ 
ïðè÷èíà íåðåãóëÿðíîñò³ òà íåïåðåäáà÷óâàíîñò³ ïîâåä³íêè âèçíà-
÷àºòüñÿ òèì, ùî ó òàêèõ íåë³í³éíèõ ñèñòåìàõ íåçíà÷í³ â³äõèëåí-
íÿ â³ä ïî÷àòêîâèõ óìîâ çá³ëüøóþòüñÿ ç ÷àñîì, «â³äâîäÿ÷è» îäèí 
â³ä îäíîãî ïî÷àòêîâ³ áëèçüê³ òðàºêòîð³¿ ðóõó çì³ííèõ. Òàêèì ÷è-
íîì, ïîíÿòòÿ «õàîòè÷íà ïîâåä³íêà» îçíà÷àº íåñò³éê³ñòü ôàçîâèõ 
òðàºêòîð³é ñèñòåìè, çðîñòàííÿ ìàëîãî ïî÷àòêîâîãî çáóðåííÿ ç 
÷àñîì, ïåðåì³øóâàííÿ åëåìåíò³â ôàçîâîãî ïðîñòîðó ³, ÿê íàñë³-
äîê, íåïåðåäáà÷óâàí³ñòü ïîâåä³íêè ñèñòåìè íà âåëèêèõ ÷àñîâèõ 
ïðîì³æêàõ. Òàêà õàîòè÷íà ïîâåä³íêà õàðàêòåðíà äëÿ âåëèêîãî 
êëàñó äåòåðì³íîâàíèõ á³îñèñòåì ³ â³ä³ãðàº âàæëèâó ðîëü, çîêðåìà, 
ó ïðîöåñàõ ñàìîîðãàí³çàö³¿ ó ïðèðîä³. 
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Ââàæàºòüñÿ, ùî ïåðøîþ ñòðîãîþ äåòåðì³íîâàíîþ ìîäåëëþ ç 
õàîòè÷íîþ ïîâåä³íêîþ áóëà ñèñòåìà íåë³í³éíèõ äèôåðåíö³àëü-
íèõ ð³âíÿíü, çàïðîïîíîâàíà Å. Ëîðåíöîì, ó ìåòåîðîëîã³¿ äëÿ ïå-
ðåäáà÷åííÿ ïîãîäè. Â ¿¿ îñíîâ³ – óÿâëåííÿ ïðî çâ’ÿçîê ïîòîê³â 

ïîâ³òðÿ â àòìîñôåð³ ç ð³çíèöåþ òåìïåðàòóð ( )T  ¿¿ ð³çíèõ øàð³â. 

Ìîäåëü Ëîðåíöà ìàº âèãëÿä 

1

2

3

( ) ( , , ),

( , , ),

( , , ),

dx
y x f x y z

dt

dy
rx y xz f x y z

dt

dz
xy z f x y z

dt

    

    



   

                      (1.99) 

äå x – ïðîïîðö³éíà øâèäêîñò³ öèðêóëþþ÷î¿ ð³äèíè; y – â³äïî-

â³äàº ð³çíèö³ òåìïåðàòóð ì³æ âèñõ³äíèìè òà íèçõ³äíèìè ïîòîêà-

ìè; z – ïðîïîðö³éíà â³äõèëåííþ âåðòèêàëüíîãî ïðîô³ëþ òåìïå-

ðàòóðè â³ä ð³âíîâàæíîãî çíà÷åííÿ;  ³  – áåçðîçì³ðí³ êîíñòàí-

òè; r – êåðóþ÷èé ïàðàìåòð (r  Ò). 

Ó ö³é ìîäåë³ çì³íí³ âåëè÷èíè ìîæóòü âèÿâëÿòè õàîòè÷íó ïî-

âåä³íêó çà ï³äâèùåííÿ ð³çíèö³ òåìïåðàòóð T , êîëè çíà÷åííÿ êå-

ðóþ÷îãî ïàðàìåòðà ïåðåâèùóº äåÿêó êðèòè÷íó âåëè÷èíó r  rc.  

Äëÿ ìîäåë³ Ëîðåíöà ³ñíóþòü òðè ñòàö³îíàðíèõ ñòàíè: 

   
          

           
2

( ) 0

0 ( 1 ) 0 0

0 0

y x y x

rx y xz x r z x

xy z x z x z
 

àáî 1.z r 

 

               1) 0.x y z    

               2) ( 1),x y r     1z r   çà óìîâè  1.r  

               3) ( 1),x y r      1z r  çà óìîâè  1.r      (1.100) 

Äîñë³äèìî ñòàö³îíàðíèé ñòàí 2 (1.100) íà ñò³éê³ñòü ìåòîäîì 

Ëÿïóíîâà. Ïîáóäóºìî ìàòðèöþ ë³íåàðèçîâàíî¿ ñèñòåìè (1.99): 

À = ( )ikf
 

  
i

k

f

x
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1 1 1 1 1 1

1 2 3

2 2 2 2 2 2

1 2 3

3 3 33 3 3

1 2 3

0

1

f f f f f f

x x x x y z

f f f f f f
r z x

x x x x y z
y x

f f ff f f

x y zx x x

       
              
                                      
          

      (1.101) 

òà çíàõîäèìî ìàòðèöþ À0 ó ñòàö³îíàðí³é òî÷ö³ 2: 

À0 

00

1 1 1 ( 1)

( 1) ( 1)

r z x r

y x r r

    
            
         

.  (1.102) 

Äàë³ çíàõîäèìî âëàñí³ ÷èñëà i (ïàðàìåòðè Ëÿïóíîâà, 1,3i  ) 

õàðàêòåðèñòè÷íîãî ð³âíÿííÿ ìàòðèö³ À0: 

0

1 1 ( 1) 0.

( 1) ( 1)

r

r r

   

     

     

         (1.103)  

Ðîçêðèâàííÿ âèçíà÷íèêà òðåòüîãî ïîðÿäêó çà äîïîìîãîþ àë-
ãåáðà¿÷íèõ äîïîâíåíü, íàïðèêëàä çà òðåò³ì ñòîâïöåì (â³í ì³ñòèòü 
íóëüîâèé åëåìåíò ìàòðèö³), ïðèâîäèòü äî êóá³÷íîãî ð³âíÿííÿ 
äëÿ çíàõîäæåííÿ ïàðàìåòð³â Ëÿïóíîâà: 

                3 21 ( ) 2 ( 1) 0.r r       (1.104) 

ßêùî âåëè÷èíà r > 1, òî óñ³ ä³éñí³ êîðåí³ ð³âíÿííÿ (1.104) 

ëåæàòü ó ë³â³é ï³âïëîùèí³ (i < 0, 1,3i  ) (äëÿ êîìïëåêñíèõ êî-

ðåí³â – ¿õ ä³éñí³ ÷àñòèíè â³ä’ºìí³), òîáòî còàö³îíàðíèé ñòàí 2 º 
ñò³éêèì âóçëîì (àáî ôîêóñîì). 

Íà ðèñ. 1.37 ³ 1.38 íàâåäåíî ê³íåòè÷í³ êðèâ³ òà ôàçîâó òðàºê-
òîð³þ äëÿ ìîäåë³ Ëîðåíöà (1.99) ó âèïàäêó êîëèâàëüíîãî ðóõó. 
ßê áà÷èìî, êîëè çíà÷åííÿ êåðóþ÷îãî ïàðàìåòðà íå ïåðåâèùóº 
äåÿêó éîãî êðèòè÷íó âåëè÷èíó r = 5,5 < rñ = 21,5, óñ³ ê³íåòè÷í³ 
êðèâ³ º çãàñàþ÷èìè ïåð³îäè÷íèìè ðóõàìè. 

Ðèñ. 1.39 ³ 1.40 ³ëþñòðóþòü ê³íåòè÷í³ êðèâ³ òà ôàçîâó òðàºê-
òîð³þ äëÿ ìîäåë³ Ëîðåíöà (1.99), êîëè çíà÷åííÿ êåðóþ÷îãî ïà-
ðàìåòðà ïåðåâèùóº äåÿêó éîãî êðèòè÷íó âåëè÷èíó r = 23,5 > rñ = 
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= 21,5. Ç ðèñ. 1.39 áà÷èìî, ùî ó öüîìó âèïàäêó ó êîëèâàííÿõ 
çì³ííèõ âåëè÷èí ç’ÿâëÿþòüñÿ íåðåãóëÿðí³ õàîòè÷í³ ñïàëàõè. Çà-
çíà÷èìî, ùî ç³ çá³ëüøåííÿì çíà÷åííÿ êåðóþ÷îãî ïàðàìåòðà âîíè 
ñòàþòü ÷àñò³øèìè, ïîêè ðóõ ïîâí³ñòþ íå õàîòèçóºòüñÿ. Ðèñ. 1.40 
ïîêàçóº, ùî òðàºêòîð³¿ ïðèòÿãóþòüñÿ äî îáìåæåíî¿ ä³ëÿíêè ó ôà-
çîâîìó ïðîñòîð³. Ðóõ ñèñòåìè áëóêàþ÷èé, òîáòî âèòêè òðàºêòîð³¿ 
íåðåãóëÿðí³, çì³íþþòüñÿ òî âïðàâî (ñòàö³îíàðíèé ñòàí 2), òî 
âë³âî (ñòàö³îíàðíèé ñòàí 3). Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî íåçíà÷í³ çì³íè 
ïî÷àòêîâèõ óìîâ ïðèâåäóòü äî òîãî, ùî íîâèé ðîçâ’ÿçîê çãîäîì 
â³äõèëèòüñÿ â³ä ïîïåðåäíüîãî ³ ÷èñëî âèòê³â áóäå ³íøèì. Òàêèé 
òèï ïîâåä³íêè ñèñòåìè íàçèâàþòü äèâíèì àòðàêòîðîì. Ä³ëÿíêà 
àòðàêòîðà ó ôàçîâîìó ïðîñòîð³ îáìåæåíà, àëå ìîæå ìàòè ñêëàäíó 
ñòðóêòóðó. Àòðàêòîð óòâîðþºòüñÿ ç ðóõ³â îäí³º¿ òðàºêòîð³¿, ÿêà 
ìàº ïðîéòè ÷åðåç êîæíó òî÷êó éîãî ïðîñòîðó. Îäíàê ïðè öüîìó 
ÿê çàâãîäíî áëèçüê³ òî÷êè íà àòðàêòîð³ ÷åðåç äîñòàòíüî âåëèêèé 
ïðîì³æîê ÷àñó ï³ñëÿ ïî÷àòêó ðóõó â³ääàëÿþòüñÿ îäíà â³ä îäíî¿ íà 
ê³íöåâó â³äñòàíü. 

Ìîæëèâ³ñòü âèíèêíåííÿ õàîñó â á³îëîã³÷íèõ ñèñòåìàõ ìîæíà 
ïðî³ëþñòðóâàòè òàêèìè ïðèêëàäàìè: íåðåãóëÿðí³ ñïàëàõè ÷èñåëü-
íîñò³ ïîïóëÿö³é, íåïåðåäáà÷óâàí³ ï³êè çàõâîðþâàíîñò³ ñåðåä íà-
ñåëåííÿ ï³ä ÷àñ ìàñîâèõ åï³äåì³é, ÿê³ æîäíèì ÷èíîì íå êîðå-
ëþþòü ³ç çîâí³øí³ìè óìîâàìè òà ñïîñîáàìè ë³êóâàííÿ, õàîòè÷í³ 
ðóõè ì’ÿç³â îêà ïðè çàõâîðþâàíí³ íà øèçîôðåí³þ òà äð³áíîìàñ-
øòàáí³ âíóòð³øíüîìîëåêóëÿðí³ ðóõè á³ëê³â. 

 

Ðèñ. 1.37. Äèíàì³êà çì³ííèõ ó ìîäåë³ Ëîðåíöà (1.99) çà òàêèõ ïàðàìåòð³â: 

 = 3,  = 1, r = 5,5; x(0) = 0, y(0) = 2, z(0) = 0 
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Ðèñ. 1.38. Ôàçîâà òðàºêòîð³ÿ ó ìîäåë³ 
Ëîðåíöà (1.99) çà òàêèõ ïàðàìåòð³â: 

 = 3,  = 1, r = 5,5; x(0) = 0, y(0) = 2, 
z(0) = 0. Ñò³éêèé ôîêóñ 2 ìàº êîîð-

äèíàòè (2,12; 2,12; 4,5) 

 
Âàæëèâî íàãîëîñèòè, ùî õàî-

òè÷í³ ñèñòåìè äåìîíñòðóþòü 
äîáðó êåðîâàí³ñòü ³ ãíó÷ê³ñòü, 
îñê³ëüêè, ðåàãóþ÷è íà çîâí³øí³ 
çáóðåííÿ, âîíè çáåð³ãàþòü òèï 
ðóõó. Ñàìå êîìá³íàö³ÿ öèõ äâîõ 
âëàñòèâîñòåé çóìîâëþº õàîòè÷-
íó äèíàì³êó â ïîâåä³íö³ áàãà-
òüîõ ñèñòåì æèâèõ îðãàí³çì³â. 
Íàïðèêëàä, õàîòè÷íèé õàðàêòåð 
ðèòìó ñåðöÿ äàº çìîãó ãíó÷êî 
ðåàãóâàòè íà çì³íó ô³çè÷íèõ òà 
åìîö³éíèõ íàâàíòàæåíü, ï³äëàøòîâóþ÷èñü ï³ä íèõ. «Âïîðÿäêó-
âàííÿ» ðîáîòè ñåðöÿ º ³íäèêàòîðîì çíèæåííÿ õàîòè÷íîñò³ â ³íøèõ 
ñèñòåìàõ îðãàí³çìó. Âèíèêàº ïèòàííÿ: ÿê çàáåçïå÷èòè ö³ë³ñí³ñòü 
³ ñò³éê³ñòü æèâèõ ñèñòåì, ÿêùî îêðåì³ ¿õ ÷àñòèíè ïîâîäÿòü ñåáå 
 

 

 

Ðèñ. 1.39. Äèíàì³êà çì³ííèõ ó ìîäåë³ Ëîðåíöà (1.99) çà òàêèõ ïàðàìåòð³â: 

 = 3,  = 1, r = 23,5; x(0) = 0, y(0) = 2, z(0) = 0 
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Ðèñ. 1.40. Ôàçîâà òðàºêòîð³ÿ 
ó ìîäåë³ Ëîðåíöà (1.99) çà 

òàêèõ ïàðàìåòð³â:  = 3,  = 1, 
r = 23,5; x(0) = 0, y(0) = 2, 
z(0) = 0. Ñòàö³îíàðí³ ñòàíè 2 

³ 3 ìàþòü êîîðäèíàòè (4,74; 

4,74; 22,5) ³ (—4,74; —4,74; 
22,5) â³äïîâ³äíî 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

õàîòè÷íî? Âèÿâëÿºòüñÿ, êð³ì õàîñó â ñêëàäíèõ ñèñòåìàõ ìîæëèâå 
é ïðîòèëåæíå ÿâèùå: ÿêùî õàîòè÷í³ ñèñòåìè ïîâ’ÿçàí³ ì³æ ñîáîþ, 
òîä³ ìîæå â³äáóòèñÿ ¿õ ñïîíòàííå âïîðÿäêóâàííÿ. Íàéïðîñò³øèé 
âàð³àíò òàêîãî âïîðÿäêóâàííÿ – õàîòè÷íå ñèíõðîí³çóâàííÿ, êîëè 
êîæíà ï³äñèñòåìà ðóõàºòüñÿ õàîòè÷íî, àëå ñèíõðîííî ç ³íøèìè. 
Ó öüîìó âèïàäêó âàæëèâèì º íàÿâí³ñòü çâ’ÿçê³â íå ëèøå ì³æ 
ñóñ³äí³ìè ï³äñèñòåìàìè, à é ì³æ â³ääàëåíèìè. 

Ñêëàäíó ãåîìåòðè÷íó ñòðóêòóðó àòðàêòîðà õàðàêòåðèçóþòü òàê 
çâàíîþ ôðàêòàëüíîþ ðîçì³ðí³ñòþ (äëÿ êðèâèõ ë³í³é âîíà ëåæèòü 
â ³íòåðâàë³ â³ä 1 äî 2, à äëÿ ïðîñòîðîâèõ îá’ºêò³â – â³ä 2 äî 3). 
Çàçíà÷èìî, ùî ôðàêòàëîì íàçèâàþòü ãåîìåòðè÷íó ô³ãóðó, ôðàã-
ìåíòè ÿêî¿ ïîä³áí³ ñàì³é ñòðóêòóð³. Ôðàêòàëè ÿê ãåîìåòðè÷í³ 
îá’ºêòè çàñòîñîâóþòü äëÿ îïèñàííÿ òðàºêòîð³é õàîòè÷íèõ ñèñòåì. 
Á³ëüøå òîãî, ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî ôðàêòàë º ãåîìåòðè÷íîþ 
ôîðìîþ õàîñó. 

Çíà÷íî¿ óâàãè ç òî÷êè çîðó âèíèêíåííÿ ôðàêòàë³â çàñëóãîâóº 
ïðîáëåìà ôîðìîóòâîðåííÿ ó á³îëîã³÷íèõ ñèñòåìàõ. Òàê, ó ïðîöåñ³ 
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ìîðôîãåíåçó ãåíåòè÷íà ïðîãðàìà, çàïèñàíà ó ÄÍÊ, çàäàº ëèøå 
ïîñë³äîâí³ñòü á³îñèíòåçó ìàêðîìîëåêóë. Äàë³ âîíè âçàºìîä³þòü ó 
êë³òèí³, ï³äêîðÿþ÷èñü äèíàì³÷íèì çàêîíîì³ðíîñòÿì, òà âåäóòü 
äî ïîÿâè íîâèõ äèñèïàòèâíèõ ñòðóêòóð, ó òîìó ÷èñë³ é ôðàê-
òàëüíîãî õàðàêòåðó. Äîáðå â³äîì³ ïðèêëàäè ðîçãàëóæåíèõ ñòðóê-
òóð ð³çíèõ îðãàí³â ³ òêàíèí (ëåãåíåâ³ àëüâåîëè), ÿê³ ñêëàäàþòüñÿ 
ç õàîòè÷íî ñêëàäåíèõ äð³áíèõ äåòàëåé, àëå ïðè öüîìó çáåð³ãàþòü 
ó ñóêóïíîñò³ ñïåöèô³÷í³ êîíòóðè, õàðàêòåðí³ äëÿ óñüîãî óòâîðåí-
íÿ çàãàëîì. 

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñò³éíî¿ ðîáîòè. Ïðèêëàäîì îäí³º¿ ç êëàñè÷-
íèõ ñèñòåì, ùî äåìîíñòðóº äåòåðì³íîâàíèé õàîñ, º äèíàì³÷íà 
ñèñòåìà Ðåññëåðà. ¯¿ çàïðîïîíîâàíî äëÿ îïèñó õ³ì³÷íèõ ðåàêö³é, 
ùî â³äáóâàþòüñÿ ó ðåàêòîð³ ç ïåðåì³øóâàííÿì ³ õàðàêòåðèçóþòü-
ñÿ õàîòè÷íîþ ïîâåä³íêîþ. Öÿ ñèñòåìà äåìîíñòðóº âåëèêèé íàá³ð 
ð³çíîìàí³òíèõ ðóõ³â ³ ïåâíèé ïîðÿäîê ¿õ çì³íè çà çì³íè ïàðàìåò-
ð³â. Çà ïåâíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòð³â äèíàì³÷íî¿ ñèñòåìè êîëèâàííÿ 
ïåðåñòàþòü áóòè ïåð³îäè÷íèìè ³ âèíèêàþòü õàîòè÷í³ êîëèâàííÿ. 
Îäíà ç ÿñêðàâèõ âëàñòèâîñòåé àòðàêòîðà Ðåññëåðà – öå ôðàêòàëüíà 
ñòðóêòóðà ó ôàçîâ³é ïëîùèí³, òîáòî ÿâèùå ñàìîïîä³áíîñò³. 

Äèíàì³÷íó ñèñòåìó Ðåññëåðà îïèñóºìî òàêèìè äèôåðåíö³àëü-
íèìè ð³âíÿííÿìè ïåðøîãî ïîðÿäêó: 

,

,

( ).

dx
y z

dt

dy
x y

dt

dz
z x

dt

   

   



    

 

Çíàéòè ñòàö³îíàðí³ ñòàíè ö³º¿ ñèñòåìè òà äîñë³äèòè ¿õ íà 
ñò³éê³ñòü. Ïîáóäóâàòè â³äïîâ³äí³ ê³íåòè÷í³ êðèâ³ òà ôàçîâ³ òðàºê-

òîð³¿ çàëåæíî â³ä òàêèõ çíà÷åíü ïàðàìåòð³â ìîäåë³: 1) 0,2     

³ 2,6 4,2    (ñò³éêèé ãðàíè÷íèé öèêë); 2) 0,2     ³ 4,2   

(õàîòè÷íèé àòðàêòîð). 
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РОЗД І Л  2  

МОДЕЛІ БІОЛОГІЧНИХ ПРОЦЕСІВ, 
ЩО ОПИСУЮТЬСЯ РОЗПОДІЛЕНИМИ  

СИСТЕМАМИ 
 
 
 
 
 
 

Âàæëèâó ðîëü ó ðîçâèòêó ñêëàäíèõ ïðîñòîðîâî-÷àñîâèõ ðå-
æèì³â â³ä³ãðàþòü ïðîöåñè âçàºìîä³¿ êîìïîíåíò³â (á³îõ³ì³÷í³ ðåàê-
ö³¿) òà ïðîöåñè ïåðåíåñåííÿ ÿê õàîòè÷íîãî (äèôóç³ÿ), òàê ³ 
ïîâ’ÿçàíîãî ç íàïðÿìêîì çîâí³øí³õ ñèë (ãðàâ³òàö³ÿ, åëåêòðîìàã-
í³òí³ ïîëÿ) àáî ç àäàïòèâíèìè ôóíêö³ÿìè æèâèõ îðãàí³çì³â (íà-
ïðèêëàä, ðóõ öèòîïëàçìè ó êë³òèí³ çà ä³¿ ì³êðîô³ëàìåíò³â). Ä³éñ-
íî, äîñ³ ìè ðîçãëÿäàëè òî÷êîâ³ ãîìîãåíí³ á³îëîã³÷í³ ñèñòåìè, â 
ÿêèõ ïàðàìåòðè çì³íþþòüñÿ îäíàêîâî â óñ³õ òî÷êàõ ïðîñòîðó ñèñ-
òåìè. Îäíàê ó ðåàëüíèõ ñèñòåìàõ (ìåìáðàíàõ, êë³òèíàõ, òêàíè-
íàõ) íåîáõ³äíî âðàõîâóâàòè ïðîñòîðîâó íåîäíîð³äí³ñòü ìîäåëü-
íèõ çì³ííèõ, òîáòî ¿õ çàëåæí³ñòü â³ä êîîðäèíàò, íàïðèêëàä, çà 
íàÿâíîñò³ ãðàä³ºíò³â êîíöåíòðàö³¿, òåìïåðàòóðè é òèñêó, ð³çíî¿ 
îñâ³òëåíîñò³ òîùî. Ïðèì³ðîì êîíöåíòðàö³ÿ ðå÷îâèíè ç ÷àñîì 
çì³íþºòüñÿ âíàñë³äîê ïåðåá³ãó òàêèõ ïðîöåñ³â: 1) á³îõ³ì³÷íèõ ïå-
ðåòâîðåíü, ÿê³ îïèñóþòüñÿ òî÷êîâèìè ê³íåòè÷íèìè ìîäåëÿìè; 
2) äèôóç³¿ ðå÷îâèíè ç ä³ëÿíêè ç âèñîêîþ êîíöåíòðàö³ºþ íà ä³ëÿí-
êó ç íèçüêîþ. Ñåðåä ïðîñòîðîâèõ åôåêò³â ó ïîä³áíèõ ñèñòåìàõ 
âàæëèâå çíà÷åííÿ ìàþòü, çîêðåìà, àâòîõâèëüîâ³ ïðîöåñè, òîáòî 
ïîøèðåííÿ õâèëü çáóäæåííÿ (íàïðèêëàä, ó íåðâîâèõ òêàíèíàõ, 
ñåðöåâîìó ì’ÿç³), ÿê³ òðèâàëèé ÷àñ çáåð³ãàþòü ñâî¿ õàðàêòåðèñòè-
êè (àìïë³òóäó, ïåð³îä, ôîðìó, øâèäê³ñòü) çà ðàõóíîê ðîçïîä³ëå-
íîãî â ñåðåäîâèù³ äæåðåëà åíåðã³¿, ôóíêö³þ ÿêîãî âèêîíóþòü 
á³îõ³ì³÷í³ ïåðåòâîðåííÿ äåÿêèõ ðå÷îâèí. Ñàìå çàâäÿêè ö³é âëàñ-
òèâîñò³ ñèñòåìè îòðèìàëè íàçâó àêòèâíèõ ðîçïîä³ëåíèõ ñèñòåì. 

Çðîçóì³ëî, ùî ðîçïîä³ëåí³ æèâ³ ñèñòåìè, ÿê ³ òî÷êîâ³, º â³ä-
êðèòèìè òåðìîäèíàì³÷íèìè ñèñòåìàìè. Âàæëèâó ðîëü äëÿ çàáåç-
ïå÷åííÿ ¿õ ïðîñòîðîâî-÷àñîâî¿ êîîðäèíàö³¿ â³ä³ãðàþòü ÿâèùà ñà-
ìîîðãàí³çàö³¿: ñàìîâ³ëüíå âèíèêíåííÿ ó á³îñèñòåì³, ùî ðîçâèâà-
ºòüñÿ, àâòîêîëèâàíü ³ ïðîñòîðîâî-íåîäíîð³äíèõ ñòðóêòóð, ñò³éêèõ 
â³äíîñíî ìàëèõ çáóðåíü, – äèñèïàòèâíèõ ñòðóêòóð (ÄÑ). 

Òàê, íàãàäàºìî êîðîòêî ÿâèùå ìîðôîãåíåçó, àêöåíòóþ÷è óâàãó 
íà ïðîñòîðîâèõ åôåêòàõ. ßê â³äîìî, ÿéöåêë³òèíà ìàº ñèìåòðè÷-
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íó, ó ïåðøîìó íàáëèæåíí³ ñôåðè÷íó, ôîðìó. Òàêà ñèìåòð³ÿ çáå-
ð³ãàºòüñÿ íà ñòàä³¿ áëàñòóëè, êîëè êë³òèíè, ÿê³ óòâîðþþòüñÿ âíà-
ñë³äîê äðîáëåííÿ, íåäèôåðåíö³éîâàí³ òà îìíåîïàòåíòí³. Ç ïîðó-
øåííÿì ñèìåòð³¿ (íàïðèêëàä, óíàñë³äîê íåîäíîð³äíîãî ðîçïîä³ëó 
ðå÷îâèíè â ÿéöåêë³òèí³ àáî íåçíà÷íîãî âèïàäêîâîãî (ñïîíòàííî-
ãî) çáóðåííÿ) óòâîðþºòüñÿ ïîëÿðíà â³ñü ç àíàëüíèì òà âåãåòàòèâ-
íèì ïîëþñàìè. Äàë³, íà ñòàä³¿ ãàñòðóëè, ïîðóøóºòüñÿ ñèìåòð³ÿ 
îáåðòàííÿ – óòâîðþºòüñÿ ðîòîâèé îòâ³ð ³ ñàã³òàëüíà ïëîùèíà. 
Íàðåøò³, êë³òèíè äèôåðåíö³þþòüñÿ ³ óòâîðþþòüñÿ òðè òèïè òêà-
íèí: åíòîäåðìà, åêòîäåðìà, ìåçîäåðìà. 

Ïðîñòîðîâà ñàìîîðãàí³çàö³ÿ òàêîæ çàáåçïå÷óº ïî÷àòêîâ³ àêòè 
äèôåðåíö³þâàííÿ â åìáð³îíàëüíèõ òêàíèíàõ. Â³äîìî, ùî êë³-
òèííå äèôåðåíö³þâàííÿ âèÿâëÿºòüñÿ ó òîìó, ùî îêðåì³ êë³òèíè 
é òêàíèíè ó ö³ëîìó ïåðåõîäÿòü â³ä îäíîãî òèïó ñïåö³àë³çàö³¿ äî 
³íøîãî. Òàê³ ïåðåõîäè º íàñë³äêîì âêëþ÷åííÿ îäíèõ òà âèêëþ-
÷åííÿ ³íøèõ ãåí³â. Íà ðàíí³õ ñòàä³ÿõ åìáð³îãåíåçó êë³òèíè îáì³-
íþþòüñÿ ì³æ ñîáîþ ð³çíèìè ìåòàáîë³òàìè, ó òîìó ÷èñë³ ðåãóëÿ-
òîðàìè ãåíåòè÷íî¿ àêòèâíîñò³ – ìîðôîãåíàìè. Ó íåäèôåðåíö³-
éîâàíèõ òêàíèíàõ â³äáóâàºòüñÿ îäíîð³äíèé ðîçïîä³ë ìîðôîãåí³â. 
Êîëè æ ðîçïîä³ë ìîðôîãåí³â çà àíñàìáëåì êë³òèí ñòàº íåîäíîð³ä-
íèì, óòâîðþþòüñÿ ìîðôîëîã³÷í³ ñòðóêòóðè. Êëþ÷îâó ðîëü ó ¿õ 
ôîðìóâàíí³ â³ä³ãðàº íåñò³éê³ñòü, ÿêà ðóéíóº âèõ³äíèé îäíîð³äíèé 
ñòàí ñèñòåìè. Öÿ íåñò³éê³ñòü âèíèêàº âíàñë³äîê âèïàäêîâèõ ïðî-
ñòîðîâî-÷àñîâèõ ôëóêòóàö³é (çáóðåíü) ó ñèñòåì³. Çðîñòàííÿ ¿õ 
àìïë³òóäè ñòàá³ë³çóþòü íåë³í³éí³ åôåêòè. Âíàñë³äîê öüîãî ó ñèñ-
òåì³ ôîðìóºòüñÿ ñòàö³îíàðíèé ïðîñòîðîâî-íåîäíîð³äíèé ðîçïî-
ä³ë ðåàãåíò³â (ÄÑ), ÿêèé îáóìîâëþº ïðîöåñ ïîçèö³éíîãî äèôå-
ðåíö³þâàííÿ òêàíèíè. 

Ïèòàííÿ ñàìîîðãàí³çàö³¿, à ñàìå çà ÿêèìè ìåõàí³çìàìè âèíè-
êàº íåñò³éê³ñòü ³ ÿê â³äáóâàºòüñÿ ïåðåõ³ä äî íîâîãî âïîðÿäêîâà-
íîãî ñòàíó, äîñë³äæóº íàóêà ñèíåðãåòèêà. 

§ 1. Одновимірне рівняння дифузії 

Ðîçãëÿíåìî çàãàëüíó ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü äëÿ îïèñó áàãàòüîõ 
ïðîöåñ³â ó á³îëîã³÷í³é ê³íåòèö³. Äëÿ ïðîñòîòè ââàæàòèìåìî ïðî-
ñò³ð îäíîâèì³ðíèì, òîáòî îá’ºì, ó ÿêîìó â³äáóâàþòüñÿ á³îõ³ì³÷í³ 
ðåàêö³¿ ³ âçàºìîä³þòü êë³òèíè, º âóçüêîþ äîâãîþ òðóáêîþ, âçäîâæ 
ÿêî¿ ïðîõîäÿòü ïðîöåñè ïåðåíåñåííÿ. 

Íåõàé x(t, r) – êîíöåíòðàö³ÿ ðå÷îâèíè, ÿêà çàëåæèòü â³ä ÷àñó 
t ³ ïðîñòîðîâî¿ êîîðäèíàòè r. Òîä³ â îäíîâèì³ðíîìó âèïàäêó ðîç-
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ïîä³ëåíó ñèñòåìó á³îõ³ì³÷íà ðåàêö³ÿ–äèôóç³ÿ ðå÷îâèíè îïèñó-
þòü äèôåðåíö³àëüíèì ð³âíÿííÿì ó ÷àñòèííèõ ïîõ³äíèõ (îäíîâè-
ì³ðíèì ð³âíÿííÿì äèôóç³¿): 

2

2

( , ) ( , )
( ( , ))

x t r x t r
f x t r D

t r

 
 

 
,                 (2.1) 

äå ôóíêö³ÿ f(x(t, r)) â³äïîâ³äàº òî÷êîâ³é ìîäåë³ òà îïèñóº çì³íó 
êîíöåíòðàö³¿ ðå÷îâèíè x(t, r) ó êîæí³é òî÷ö³ ïðîñòîðó âíàñë³äîê 

¿¿ á³îõ³ì³÷íèõ ïåðåòâîðåíü; 
2

2

( , )x t r
D

r




 – âåëè÷èíà, ÿêà îïèñóº 

ïðîöåñ ïåðåíåñåííÿ ðå÷îâèíè ì³æ ñóñ³äí³ìè òî÷êàìè ïðîñòîðó; 
D > 0 – êîåô³ö³ºíò äèôóç³¿ ðå÷îâèíè. 

Äî ð³âíÿííÿ (2.1) ïîòð³áíî äîäàòè ïî÷àòêîâó óìîâó 

x(0, r) = x0                                                    (2.2) 

òà óìîâè íà ìåæàõ (ê³íöÿõ) äîñë³äæóâàíî¿ îäíîâèì³ðíî¿ ä³ëÿí-

êè – òðóáêè çàâäîâæêè l:  0,r l  (ãðàíè÷í³ óìîâè). Âîíè, çîê-

ðåìà, ìîæóòü áóòè òàêèìè: 
1) óìîâà íåïðîíèêíîñò³ ìåæ ä³ëÿíêè, â³ä ÿêèõ ÷àñòèíêè ðå-

÷îâèíè â³äáèâàþòüñÿ: 

( , )
0,

0

( , )
0

x t r

r r

x t r
.

r r l


  


   

                                               (2.3) 

2) óìîâà ïîãëèíàííÿ íà ìåæàõ ä³ëÿíêè 

( , 0) 0,

( , ) 0.

x t

x t l


 

                                (2.4) 

Çíàéäåìî ñòàö³îíàðí³ ñòàíè ð³âíÿííÿ äèôóç³¿ (2.1): 

2

2

( , ) ( , )
0 ( ( , )) 0.

x t r x t r
f x t r D

t r

 
   

 
           (2.5) 

Çðîçóì³ëî, ùî ñòàö³îíàðí³ ñòàíè òî÷êîâî¿ ñèñòåìè íå çàëå-
æàòü â³ä ïðîñòîðîâî¿ êîîðäèíàòè r ³ òîòîæíî çàäîâîëüíÿþòü ð³â-
íÿííÿ (2.5), òîáòî º îäíî÷àñíî ñòàö³îíàðíèìè ñòàíàìè ðîçïîä³-
ëåíî¿ ñèñòåìè, îäíîð³äíèìè ó ïðîñòîð³. Îäíàê ó ðîçïîä³ëåí³é 
ñèñòåì³ ìîæóòü áóòè é ñòàö³îíàðí³, íåîäíîð³äí³ ó ïðîñòîð³, ñòà-
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íè. Äëÿ òîãî ùîá ¿õ çíàéòè, ë³íåàðèçóºìî ð³âíÿííÿ (2.5) äëÿ îä-

í³º¿ çì³ííî¿ ïîáëèçó ñòàíó ð³âíîâàãè ( ):x r  ( , ) ( ) ( , ),x t r x r t r    

äå (t, r) – ìàëå ( / 1x  ) çáóðåííÿ ó ñèñòåì³. Ó ðåçóëüòàò³  

ìàºìî 

 
2 2

2 2

( , ) ( ) ( , )
( ) ( , )

t r x r t r
f x r t r D D

t r r

   
     

  
 

 
2 2

2 2

( ) ( , )
( ) ( , )

0

x r t r
f x r D Q t r D

r r

  
    

 





 

2

2

( , )
( , )

t r
Q t r D

r

 
  


,                        (2.6) 

äå Q = ( ( ))xf x r . 

Äëÿ ôóíêö³¿ (t, r) ñïðàâåäëèâ³ ò³ ñàì³ ãðàíè÷í³ óìîâè, íà-

ïðèêëàä íåïðîíèêíîñò³ ìåæ îäíîâèì³ðíî¿ ä³ëÿíêè  0,r l , ùî 

é äëÿ x(t, r): 

( , )
0,

0

( , )
0

t r

r r

t r
.

r r l


  


   

                         (2.7) 

Çã³äíî ç òåîð³ºþ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü, ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿí-
íÿ (2.6) øóêàºìî ó òàêîìó âèãëÿä³ 

(t, r) = T(t)  R(r),                           (2.8) 

äå ôóíêö³ÿ T(t) çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ 

        
1

.n

dT
p

T dt
                              (2.9) 

Òóò np  – äåÿêà êîíñòàíòà (íåâ³äîìèé ïàðàìåòð çàäà÷³). 

Ðîçâ’ÿçîê ë³í³éíîãî äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ ïåðøîãî ïî-
ðÿäêó (2.9) ìàº òàêèé âèãëÿä: 

( ) .np t
nT t T e                             (2.10) 
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Ôóíêö³ÿ R(r) çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ ãàðìîí³÷íîãî îñöèëÿòîðà 
(çâè÷àéíå äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó): 


 

2

2
0.np Qd R

R
Ddr

                           (2.11) 

Éîãî ðîçâ’ÿçîê, ç îãëÿäó íà ãðàíè÷í³ óìîâè (2.7), çàïèøåìî ó 
âèãëÿä³ 

( ) cos ,n
n

 p Q
R r R  r

D


                        (2.12) 

äå n
n

 p Q n
k

D l

 
  , n = 1, 2, 3, … . Çâ³äñè çíàõîäèìî íåâ³äî-

ìèé ïàðàìåòð: np  = 2
nk D Q . 

Íàðåøò³, çàïèøåìî çàãàëüíèé âèðàç äëÿ ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿííÿ (2.6): 

  
 

 


   

2

1 1

( , )  cos  cosnn
k D Q tp t

n n n
n n

n
t r A e k r A e r

l
.   (2.13) 

ßê áà÷èìî, âåëè÷èíà nk  çàäàº ÷àñòîòó êîëèâàíü çì³ííî¿  ó 
ïðîñòîð³ r, n – íîìåð ãàðìîí³÷íîãî êîëèâàííÿ. Çíà÷åííÿ íåâ³-
äîìèõ ñòàëèõ An âèçíà÷àþòü ç ïî÷àòêîâî¿ óìîâè (2.2), ñïðàâåäëè-

âî¿ òàêîæ äëÿ ôóíêö³¿ (0, r). 

Ïðîàíàë³çóºìî îòðèìàíèé âèðàç äëÿ çáóðåííÿ (t, r) (2.13). 

Òóò n  âåëè÷èíè exp ( )n p t  çàäàþòü ÷àñîâèé õàðàêòåð çãàñàííÿ 

(àáî íàðîñòàííÿ) ïî÷àòêîâîãî çáóðåííÿ â ñèñòåì³ (0, r), à ãàð-

ìîí³÷í³ êîëèâàííÿ cos n k r  âèçíà÷àþòü ïðîñòîðîâèé ðîçïîä³ë 

ïî÷àòêîâîãî â³äõèëåííÿ óçäîâæ êîîðäèíàòè r. ßêùî n  âåëè÷è-

íà np 2
nk D Q  > 0, òîáòî  2

nQ k D , òî çáóðåííÿ áóäå çãàñàòè, 

òîáòî ôóíêö³ÿ (t, r)  0 ïðè t  , ÿêå á íå áóëî ïî÷àòêîâå 

ïðîñòîðîâå â³äõèëåííÿ (0, r) â³ä ñòàö³îíàðíîãî îäíîð³äíîãî 

ðîçïîä³ëó ( )x r . Îòæå, ó öüîìó âèïàäêó ñòàö³îíàðíèé ñòàí ( )x r  º 

ñò³éêèì. ² íàâïàêè, ÿêùî n  âåëè÷èíà np  2 0nk D Q , òîáòî 

 2
nQ k D , òîä³ çáóðåííÿ áóäå íàðîñòàòè ç ÷àñîì ((t, r)  ) ³ 

ñòàö³îíàðíèé ñòàí ( )x r  º íåñò³éêèì. Çàóâàæèìî, ùî íåçãàñàþ÷³ 

êîëèâàííÿ ìîæóòü, ðîçâèâàþ÷èñü, â³ääàëÿòè ñèñòåìó â³ä âèõ³äíî-
ãî îäíîð³äíîãî ñòàö³îíàðíîãî ðîçïîä³ëó ðå÷îâèíè ³ ïåðåâîäèòè ¿¿ 
â ³íøèé ðåæèì, ÿêèé âêëþ÷àº âèíèêíåííÿ àâòîõâèëüîâèõ ïðî-
öåñ³â àáî ïðîñòîðîâî-íåîäíîð³äíèõ ÄÑ. 
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Çàâäàííÿ 1 äëÿ ñàìîñò³éíî¿ ðîáîòè. Çíàéòè ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿí-
íÿ (2.6) ç óðàõóâàííÿì ãðàíè÷íî¿ óìîâè ïîãëèíàííÿ íà ìåæàõ 

äîñë³äæóâàíî¿ ä³ëÿíêè  0,r l : 

( , 0) 0,

( , ) 0.

t

t l

 
 

 

Çàâäàííÿ 2 äëÿ ñàìîñò³éíî¿ ðîáîòè. Ðîçïîä³ë ãóñòîòè ïîïóëÿ-
ö³¿ (n) ç óðàõóâàííÿì ì³ãðàö³¿ òà çì³íè øâèäêîñò³ çðîñòàííÿ ¿¿ 
÷èñåëüíîñò³ â îäíîâèì³ðíîìó âèïàäêó (âçäîâæ êîîðäèíàòè r) 
îïèñóºìî ð³âíÿííÿì 

  
   

 

2

2

n n
n K n D

t r
, 

äå  – êîåô³ö³ºíò, ùî âèçíà÷àº â³äíîñíó øâèäê³ñòü çðîñòàííÿ 
÷èñåëüíîñò³ ïîïóëÿö³¿; K – ìàêñèìàëüíà ãóñòîòà ïîïóëÿö³¿; D – 
êîåô³ö³ºíò äèôóç³¿ (ì³ãðàö³¿) ïîïóëÿö³¿. 

1. Çíàéòè òà ïðîàíàë³çóâàòè ñòàö³îíàðí³ ñòàíè öüîãî ð³âíÿííÿ 
çà óìîâè D = 0 (òî÷êîâà ñèñòåìà). ×èñåëüíî çíàéòè éîãî 
ðîçâ’ÿçêè, çàäàâøè ïî÷àòêîâó òà ãðàíè÷í³ óìîâè. 

2. Ïðîàíàë³çóâàòè äèíàì³êó ïîïóëÿö³¿ ç óðàõóâàííÿì åôåêòó 
Îëë³: 

  
     

 

2

2
( ) , .

n n
n K n n L D L K

t r
 

§ 2. Базові моделі для опису біологічних процесів, 
що описуються розподіленими системами 

Îäíèì äèôåðåíö³àëüíèì ð³âíÿííÿì (2.1) íå âäàºòüñÿ îïèñàòè 
ñêëàäíó ïîâåä³íêó á³îñèñòåìè. Îñíîâí³ ðåçóëüòàòè ó äîñë³äæåíí³ 
âëàñòèâîñòåé ðîçïîä³ëåíèõ ñèñòåì áóëè îòðèìàí³ íà òàê çâàíèõ 
áàçîâèõ ìîäåëÿõ ç äâîìà çì³ííèìè: 

2

2

2

2

( , ) ,

( , ) ,

x

y

x x
P x y D

t r

y y
Q x y D

t r

 
   


     

                     (2.14) 

äå P(x, y) òà Q(x, y) – àíàë³òè÷í³ ôóíêö³¿, ÿê³ îïèñóþòü çì³íó 
âåëè÷èí x(t, r) òà y(t, r) ó êîæí³é òî÷ö³ ïðîñòîðó âíàñë³äîê ¿õ âçà-
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ºìîä³¿; 
2

2x

x
D

r




 òà 
2

2y

y
D

r




 – äèôóç³éí³ äîäàíêè äëÿ øóêàíèõ âå-

ëè÷èí x(t, r) òà y(t, r) â³äïîâ³äíî. 

Âèÿâèëîñÿ, ùî çà ïðîñòîþ ìîäåëëþ òèïó (2.14) ìîæíà ÿê³ñíî 

îïèñàòè ïðîöåñè ñàìîîðãàí³çàö³¿ ó æèâèõ ñèñòåìàõ. Íàãàäàºìî, 

ùî çàãàëüíîþ óìîâîþ ðîçâèòêó öèõ ïðîöåñ³â º ïîÿâà íåñò³éêîñò³ 

ó âèõ³äí³é ðîçïîä³ëåí³é ñèñòåì³. 

ßê é ó âèïàäêó îäíîãî ð³âíÿííÿ (2.1), ñò³éê³ñòü äîñë³äæóºòüñÿ 
íà ï³äñòàâ³ àíàë³çó ë³íåàðèçîâàíî¿ ñèñòåìè (2.14) ³ ïîâåä³íêè ìà-

ëèõ â³äõèëåíü (t, r) òà (t, r) â³ä ïðîñòîðîâèõ îäíîð³äíèõ ñòàí³â 

ð³âíîâàãè ( )x r  òà ( )y r  â³äïîâ³äíî: ( , ) ( ) ( , )x t r x r t r    òà ( , )y t r   

( ) ( , ).y r t r    Òàêèì ÷èíîì, ï³äñòàâèâøè îñòàíí³ âèðàçè ó ñèñ-

òåìó ð³âíÿíü (2.14), ðîçêëàâøè ôóíêö³¿ Ð x  + , y  + ) òà Q( x  + , 
y  + ) â ðÿä Òåéëîðà çà çì³ííèìè  ³ , ðîçâ’ÿçêè ë³íåàðèçîâà-

íèõ ð³âíÿíü øóêàºìî ó òàêîìó âèãëÿä³: 

( , )/ ( , ) / exp( )exp( ).t r t r A B pt ikr              (2.15) 

Ìíîæíèê exp(ikr) õàðàêòåðèçóº â³äõèëåííÿ â³ä îäíîð³äíîãî 
ñòàö³îíàðíîãî ñòàíó â òî÷ö³ r äëÿ âëàñíèõ ôóíêö³é ç õâèëüîâèì 

÷èñëîì k, ÿêå âèçíà÷àº äîâæèíó õâèë³ 


 
2

k
 (îïèñóº ãàðìîí³÷í³ 

êîëèâàííÿ âçäîâæ êîîðäèíàòè r). Ìíîæíèê exp(ðt) îïèñóº äèíà-
ì³êó â³äõèëåíü ç ÷àñîì, äå øóêàíèé ïàðàìåòð äîð³âíþº 

2
2 2

1,2

( ) ( )
.

2 2

x y x ya d k D D a d k D D
p bc

      
    

 
   (2.16) 

Òóò , , , .
, , , ,

P P Q Q
a b c d

x y x yx y x y x y x y

   
   
   

 

Ìîíîòîííèé ÷è êîëèâàëüíèé òèï ïîâåä³íêè çì³ííèõ ïîáëèçó 

ñòàö³îíàðíîãî ñòàíó ó âèïàäêó ðîçïîä³ëåíî¿ ñèñòåìè âèçíà÷àºòü-

ñÿ çíàêîì ï³äêîðåíåâîãî âèðàçó â (2.16), òîáòî íàÿâí³ñòþ ä³éñíèõ 

àáî êîìïëåêñíî-ñïðÿæåíèõ êîðåí³â p1,2: 

ÿêùî bc  0 – ìàºìî áåçêîëèâàëüíèé ðóõ çì³ííèõ, çà ÿêîãî 

ìîæëèâà ðåàë³çàö³ÿ ÿê ñò³éêèõ ñòàö³îíàðíèõ ñòàí³â (êîëè p1,2 < 0), 

òàê ³ íåñò³éêèõ (êîëè p1,2 > 0 àáî p1 > 0 ³ p2 < 0 (÷è íàâïàêè)); 
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ÿêùî 

2
2( )

0
2

x ya d k D D
bc

   
   

 
 – ìàºìî êîëèâàëüíèé ðóõ 

çì³ííèõ, ³ ñò³éê³ñòü ñòàö³îíàðíîãî ñòàíó ñèñòåìè âèçíà÷àºòüñÿ 

çíàêîì ä³éñíî¿ ÷àñòèíè Re p1,2 = 2( ).x ya d k D D    Ïðîàíàë³çóº-

ìî öåé âèðàç. 

Íåõàé âèêîíóºòüñÿ óìîâà Re p1,2 > 0 2,
x y

a d
k

D D


 


 òîáòî çà 

ïåâíèõ çíà÷åíü õâèëüîâèõ ÷èñåë ó ðîçïîä³ëåí³é ñèñòåì³ (âóçüê³é ³ 
äîâã³é òðóáö³) ìîæóòü ç’ÿâèòèñÿ ñòîÿ÷³ õâèë³. Âîíè íå ïîøèðþ-
þòüñÿ ó ïðîñòîð³. ¯õ õàðàêòåðíîþ îñîáëèâ³ñòþ º íàÿâí³ñòü âóçë³â, 
ó ÿêèõ àìïë³òóäà õâèë³ äîð³âíþº íóëþ, òà ïó÷íîñòåé ç ìàêñèìàëü-
íîþ àìïë³òóäîþ. Çàçíà÷èìî, ùî ó öüîìó âèïàäêó òî÷êîâà ñèñòåìà 
(Dx = Dy = 0) º àâòîêîëèâàëüíîþ (ðåàë³çóºòüñÿ íåñò³éêèé ôîêóñ). 

Ôëóêòóàö³¿ â³ä îäíîð³äíîãî ñòàö³îíàðíîãî ñòàíó çà óìîâè, êî-

ëè Re p1,2 < 0 


 


2

x y

a d
k

D D
, ìîæóòü ïðèâåñòè äî ïîðóøåííÿ 

ãîìîãåííîñò³ ðîçïîä³ëåíî¿ ñèñòåìè òà âèíèêíåííÿ ñòàö³îíàðíèõ 
ïðîñòîðîâî-íåîäíîð³äíèõ ñòðóêòóð (ÄÑ). Òàêèì ÷èíîì, ÄÑ âè-
íèêàþòü ÿêùî ñòàö³îíàðíèé ñòàí â³äïîâ³äíî¿ òî÷êîâî¿ ñèñòåìè 
(Dx = Dy = 0) º ñò³éêèì ôîêóñîì. 

Íàðåøò³, âðàõóâàííÿ ó ìîäåë³ (2.14) ïî÷àòêîâèõ óìîâ äëÿ 
çì³ííèõ âåëè÷èí 

x(0, r) = x0 òà y(0, r) = y0, 

à òàêîæ ãðàíè÷íèõ óìîâ (íàïðèêëàä, ïîãëèíàííÿ íà ìåæàõ ïðîñ-

òîðîâî¿ ä³ëÿíêè  0,r l ) 

( , 0) 0,

( , ) 0,

x t

x t l


 

 òà 
( , 0) 0,

( , ) 0,

y t

y t l


 

 

äàº ìîæëèâ³ñòü â³çóàë³çóâàòè ðîçâ’ÿçêè çàäà÷³ ó âèãëÿä³ 3D-êðè-
âèõ x(t, r) òà y(t, r). 

§ 3. Приклади математичних моделей біологічних 
процесів, що описуються розподіленими системами 

Ðîçãëÿíåìî óìîâè âèíèêíåííÿ ÿâèù ñàìîîðãàí³çàö³¿ (àâòî-
êîëèâàíü ³ ÄÑ) ó á³îëîã³÷íèõ ñèñòåìàõ. 

Ïðèêëàä 1. Ìîäåëü áðþñåëÿòîðà. Íåõàé ó çàêðèò³é âóçüê³é 
äîâã³é ïðîá³ðö³ çàâäîâæêè l çà ñòàëî¿ òåìïåðàòóðè â³äáóâàþòüñÿ 
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á³îõ³ì³÷í³ ïåðåòâîðåííÿ ðå÷îâèí   A B R C çà òàêîþ ã³ïîòå-

òè÷íîþ ñõåìîþ: 

      1) ; 2) 2 3 ; 3) ; 4) ,A x x y x B x y C x R  (2.17) 

äå A ³ B – ïî÷àòêîâ³ ðå÷îâèíè, ð³âíîì³ðíî ðîçïîä³ëåí³ ó ïðîá³ð-
ö³; ðå÷îâèíè R ³ Ñ âèïàäàþòü ó âèãëÿä³ îñàäó (ïðîäóêòè ðåàêö³¿); 
çì³íí³ x òà y â³äïîâ³äàþòü äåÿêèì ïðîì³æíèì ðå÷îâèíàì, êîí-
öåíòðàö³¿ ÿêèõ çì³íþþòüñÿ âíàñë³äîê á³îõ³ì³÷íèõ ïåðåòâîðåíü, 
ïðè÷îìó x º àâòîêàòàë³òè÷íîþ çì³ííîþ, îñê³ëüêè öÿ ðå÷îâèíà 
÷àñòêîâî óòâîðþºòüñÿ çà ðåàêö³ºþ (2). Êð³ì òîãî, ðå÷îâèíè x òà y 
çäàòí³ äèôóíäóâàòè óçäîâæ ïðîá³ðêè ç ð³çíîþ øâèäê³ñòþ. Âàæ-
ëèâî çàçíà÷èòè, ùî ó áðþñåëÿòîð³ (2.17) ì³ñòèòüñÿ íàéïðîñò³øà 
êóá³÷íà íåë³í³éí³ñòü, ÿêà çàáåçïå÷óºòüñÿ ðåàêö³ºþ (2). Ïðèêëà-
äîì òàêî¿ ðåàêö³¿ ìîæå áóòè ôåðìåíòàòèâíèé ïðîöåñ, çà ÿêîãî 
ôåðìåíò ì³ñòèòü ïðèíàéìí³ òðè êàòàë³òè÷í³ öåíòðè. Çàóâàæèìî, 
ùî êóá³÷íà íåë³í³éí³ñòü º âàæëèâîþ óìîâîþ âèíèêíåííÿ ÄÑ. 

Ìîäåëü áðþñåëÿòîðà ìàº òàêèé âèãëÿä: 

2 2
2

2 2

2 2
2

2 2

( 1) ( , ) ,

( , ) .

x x

y y

x x x
A x y B x D P x y D

t r r

y y y
Bx x y D Q x y D

t r r

  
         


          

    (2.18) 

Òî÷êîâà ìîäåëü áðþñåëÿòîðà (Dx = Dy = 0) õàðàêòåðèçóºòüñÿ 
ºäèíèì ñòàö³îíàðíèì ñòàíîì: 

2

2

( , ) ( 1) 0
, .

( , ) 0

P x y A x y B x B
x A y

AQ x y Bx x y

        
  

     (2.19) 

Äîñë³äèìî éîãî íà ñò³éê³ñòü ìåòîäîì Ëÿïóíîâà: 

( , )xP x y  =  2 1;xy B  à = ( , )xP x y
 
= 1B ; 

( , )yP x y  = 2;x  b = ( , )yP x y  = 2;A  

( , )xQ x y  =  2 ;B xy  c = ( , )xQ x y  = ;B  

( , )yQ x y  =  2;x  d = ( , )yQ x y  = 2;A  

1,2 = 
 


21

2

B A
 

2
2

21
.

2

B A
A

  
 

 
        (2.20) 
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Ïðîàíàë³çóºìî ð³âíÿííÿ (2.20). ßêùî çíà÷åííÿ ï³äêîðåíåâîãî 
âèðàçó ìåíøå íóëÿ, òî ìàºìî êîëèâàëüíèé ðóõ çì³ííèõ x òà y. 
Ñò³éê³ñòü ñòàö³îíàðíîãî ñòàíó ñèñòåìè âèçíà÷àºòüñÿ çíàêîì ä³é-

ñíî¿ ÷àñòèíè Re 1,2: ïðè Â < 1 + À2 öåé ñòàö³îíàðíèé ñòàí º 
ñò³éêèì ôîêóñîì, à ïðè Â > 1 + À2 – íåñò³éêèì, ³ â öüîìó âèïà-
äêó â òî÷êîâ³é ñèñòåì³ óòâîðþºòüñÿ ãðàíè÷íèé öèêë, òîáòî âîíà º 
àâòîêîëèâàëüíîþ. 

Äàë³ äîñë³äèìî íà ñò³éê³ñòü ñòàö³îíàðí³ ñòàíè ðîçïîä³ëåíî¿ 
ñèñòåìè (2.18), âèçíà÷èâøè ïîêàçíèêè ð1,2 (2.16): 

2

1,2

1

2

B A f g
p

   
   

 
2

2
21
(1 ) (1 ) ,

2

B A f g
A f g B fg

    
      

 
     (2.21) 

äå ââåäåí³ òàê³ ïîçíà÷åííÿ: 

22

2 2
, ,

yx
DD l

f g
n


   

 
 – äîâ-

æèíà ñòîÿ÷î¿ õâèë³, ÿêà âèçíà÷àº õàðàêòåð ïðîñòîðîâèõ íåîäíî-

ð³äíîñòåé óçäîâæ êîîðäèíàòè  0, ;r l  n = 1, 2, … – ÷èñëî âóç-

ë³â õâèë³. 
Íåõàé ïîêàçíèêè ð1,2 – ä³éñí³ ÷èñëà, òîä³ ïðîñòîðîâî-îäíî-

ð³äíèé ñòàí ð³âíîâàãè º ñò³éêèì çà óìîâè 

2 2
1

2 2
2

1 0 ( ) 1 ,

(1 ) (1 ) 0 ( ) ( )(1 ) / .

B A f g B A f g B

A f g B fg B A g f g B

            


          
 (2.22) 

ßêùî îäèí ç ïîêàçíèê³â á³ëüøèé çà íóëü (p1 > 0 àáî p2 > 0), à 
³íøèé – ìåíøèé (p2 < 0 àáî p1 < 0), òî ó ñèñòåì³ ç’ÿâëÿºòüñÿ òàê 
çâàíà íåñò³éê³ñòü Òüþðèíãà (ñòàí ð³âíîâàãè òèïó ñ³äëî), ÿêà ïðè-
âîäèòü äî ðîçâèòêó çáóðåíü ó ïðîñòîðîâî-îäíîð³äí³é ñèñòåì³ ³ 
âñòàíîâëåííþ â í³é ïðîñòîðîâî-íåîäíîð³äíèõ ñòàö³îíàðíèõ ðå-

æèì³â. Çì³íà õàðàêòåðó ñò³éêîñò³ â³äáóâàºòüñÿ çà B1() > Â òà 

B2() = Â. 

Çíàéäåìî êðèòè÷í³ çíà÷åííÿ äîâæèíè õâèë³ ñ, äëÿ ÿêèõ âå-

ëè÷èíè B1() ³ B2() ì³í³ìàëüí³: 

B1 min() = 1 + À2 > B ïðè    0 .
n

l

     
 Ì³í³ìóì B2() 

çíàéäåìî ç óìîâè  2 2
2( ) 0 ( ) ( ) ( ) ( ) (1B f g A g g A             
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( )) 0f   . Â³í äîñÿãàºòüñÿ ïðè 
2

2 .c x yD D
A


   Öå ì³í³ìàëüíå 

çíà÷åííÿ B2(), çà ÿêîãî íàñòàº á³ôóðêàö³ÿ ñò³éêîñò³ ñòàö³îíàð-

íîãî ñòàíó ³ âèíèêàº ñ³äëî, äîð³âíþº:  22min( ) 1 /x yB A D D    > 

> B. Î÷åâèäíî, ùî çà ð³çíèõ çíà÷åíü äîâæèíè õâèë³ íåñò³éê³ñòü ó 
ñèñòåì³ íàñòàíå çà ð³çíèõ çíà÷åíü âåëè÷èíè Â. Äëÿ âèíèêíåííÿ 
ó ñèñòåì³ ÄÑ íåîáõ³äíî, ùîá êîåô³ö³ºíòè äèôóç³¿ Dõ ³ Dó ³ñòîòíî 
â³äð³çíÿëèñÿ, à ïàðàìåòðè À ³ Â, íàâïàêè, íåçíà÷íî â³äð³çíÿëèñü 
â³ä ñâî¿õ á³ôóðêàö³éíèõ çíà÷åíü. ßêùî øâèäêîñò³ äèôóç³¿ äóæå 

âåëèê³, òî íåñò³éê³ñòü âèíèêàº ïðè âåëèêèõ 
2

2
c x yD D

A


  , îòæå, 

ñèñòåìà çàëèøàºòüñÿ ïðàêòè÷íî îäíîð³äíîþ. ßêùî ó òî÷êîâ³é 
ñèñòåì³ áðþñåëÿòîðà çðîñòàííÿ àìïë³òóäè êîëèâàíü îáìåæåíà 
ãðàíè÷íèì öèêëîì, òî ðîçïîä³ëåíà ñèñòåìà ìàº íåñò³éê³ñòü êî-
ëèâàëüíîãî òèïó. Â òàêîìó ðàç³ ð³ñò çáóðåíü ó ðîçïîä³ëåí³é ñèñ-
òåì³ ìîæå òàêîæ ïðèâåñòè äî ñò³éêîãî ç ÷àñîì òà íåîäíîð³äíîãî 
ó ïðîñòîð³ ðîçïîä³ëó êîíöåíòðàö³é ðå÷îâèí õ òà ó. Ïðè÷îìó çðî-
ñòàííÿ çáóðåíü îáìåæóþòü äèñèïàòèâí³ ïðîöåñè ó ñèñòåì³, ÿê³ 
îïèñóþòüñÿ íåë³í³éíèìè äîäàíêàìè ó ð³âíÿííÿõ á³îõ³ì³÷íèõ ðå-
àêö³é. Íàðåøò³, ó òàê³é ñèñòåì³ ìîæóòü âèíèêíóòè àâòîõâèëüîâ³ 
ïðîöåñè òèïó ñòîÿ÷î¿ (íå ïåðåíîñèòü åíåðã³þ) ³ á³æíî¿ (ïåðåíî-
ñèòü åíåðã³þ) õâèëü. 

Çà íåïåðåðâíî¿ çì³íè ïàðàìåòð³â ìîäåë³ îäí³ ÄÑ çì³íþþòü 
³íø³. Íåõàé, íàïðèêëàä, óñ³ êîåô³ö³ºíòè ñèñòåìè º íåçì³ííèìè, 

à âàð³þºìî ëèøå ºäèíèé ïàðà-
ìåòð – äîâæèíó ïðîá³ðêè l. Ó 
ðåçóëüòàò³ ó áðþñåëÿòîð³ ïåðøà 
ÄÑ1 ³ñíóº â ìåæàõ äî l1; äðóãà 
ÄÑ2 – äî l2 ³ ò. ä., ì³æ ÿêèìè 
ìîæëèâ³ ã³ñòåðåçèñí³ ïåðåõîäè 
(âëàñòèâ³ñòü ñèñòåìè ïåðåõîäè-
òè ç îäíîãî ñòàíó â ³íøèé ð³ç-
íèìè øëÿõàìè çàëåæíî â³ä íà-
ïðÿìó çì³íè çíà÷åííÿ ìîäåëü-
íîãî ïàðàìåòðà) (ðèñ. 2.1). 

Ðèñ. 2.1. Ã³ñòåðåçèñíèé ïåðåõ³ä â³ä 
ÄÑ1 äî ÄÑ2 ó ðàç³ äîñÿãíåííÿ äåÿêî¿ 
êðèòè÷íî¿ äîâæèíè äîñë³äæóâàíî¿ 
ñèñòåìè lñ  
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Îòæå, îäíîâèì³ðíà ïðîá³ðêà, ó ÿêèé â³äáóâàºòüñÿ á³îõ³ì³÷íà 

ðåàêö³ÿ, º ðîçïîä³ëåíèì òðèãåðîì ç áàãàòüìà ñò³éêèìè ñòàíà-

ìè – ôîðìàìè ÄÑ. Çà äîïîìîãîþ òàêèõ òðèãåðíèõ ñòðóêòóð ìîæ-

íà çìîäåëþâàòè ïðîöåñ ïîä³ëó êë³òèí: ÿêùî ð³ñò êë³òèíè âèðà-

æàºòüñÿ ó çá³ëüøåíí³ ¿¿ äîâæèíè, òî çà ïåâíî¿ äîâæèíè êë³òèíè 

ñòâîðþþòüñÿ ïåðåäóìîâè ïîä³ëó ¿¿ íà äâ³ ÷àñòèíè, òîáòî ó ïðèõî-

âàí³é ôîðì³ â í³é óòâîðþºòüñÿ íîâà ÄÑ. ßêùî æ ïðîöåñ ïåðå-

êëþ÷åííÿ òðèãåðà â³äáóâñÿ, òî çâîðîòíèé ïåðåõ³ä óíàñë³äîê ã³ñ-

òåðåçèñó ïðàêòè÷íî íåìîæëèâèé. 

Íàðåøò³, âðàõóâàâøè ó ìîäåë³ áðþñåëÿòîðà (2.18) ïî÷àòêîâ³ 

òà â³äïîâ³äí³ ãðàíè÷í³ óìîâè, ïðåäñòàâèìî ¿¿ ðîçâ’ÿçêè ó âèãëÿä³ 

3D-êðèâèõ x(t, r) òà y(t, r) çà ð³çíèõ ïàðàìåòð³â ìîäåë³ (ðèñ. 2.2, 

2.3, äèâ. âêëåéêó). 

Ïðèêëàä 2. Ìîäåëü «õèæàê–æåðòâà» ç óðàõóâàííÿì íåîäíîð³ä-

íîãî ïðîñòîðîâîãî ðîçì³ùåííÿ ïîïóëÿö³é. Ó êëàñè÷í³é ìîäåë³ «õè-

æàê–æåðòâà» (1.50) âðàõóºìî íåîäíîð³äíå ðîçì³ùåííÿ ïîïóëÿö³é 

ó çàéìàíèõ íèìè ÷àñòèíàõ ïðîñòîðó. Óìîâè ïðîæèâàííÿ ïîïó-

ëÿö³¿ í³êîëè íå áóâàþòü îäíàêîâèìè ó ð³çíèõ ÷àñòèíàõ àðåàëó. 

Íàâ³òü äëÿ ïðîñòîðîâî-îäíîð³äíîãî ñåðåäîâèùà ïðîæèâàííÿ 

çàâæäè çíà÷óùèìè º ñóòî á³îëîã³÷í³ ïðè÷èíè ñêóï÷åííÿ àáî ðîç-

ð³äæåííÿ ïðåäñòàâíèê³â ïîïóëÿö³¿: ³íñòèíêòèâí³ ïîâåä³íêîâ³ ìî-

òèâè çáèðàííÿ ¿õ ó çãðà¿, ñåçîíí³ çì³íè ó ïðèðîä³ (íàïðèêëàä, 

íàñòàííÿ ïîðè íåðåñòó àáî äîðîñë³øàííÿ ïòàøåíÿò) òîùî. Ó çâ’ÿç-

êó ç öèì ó äåòàëüí³øèõ ìàòåìàòè÷íèõ îïèñàõ äèíàì³êè ïîïóëÿ-

ö³é ìàþòü âðàõîâóâàòèñü ïðîñòîðîâ³ ÷èííèêè. 

Òèïîâà ìîäåëü «õèæàê–æåðòâà» ç óðàõóâàííÿì íåîäíîð³äíî-

ãî ïðîñòîðîâîãî ðîçì³ùåííÿ ïîïóëÿö³é ìàº òàêèé âèãëÿä: 

2 2

2 2

2 2

2 2

( , ) ,

( , ) ,

x x

y y

dx x x
rx xy D P x y D

dt r r

dy y y
qy xy D Q x y D

dt r r

  
       


          

       (2.23) 

äå Dx ³ Dy – êîåô³ö³ºíòè äèôóç³¿, ùî õàðàêòåðèçóþòü øâèäê³ñòü 

ïåðåì³ùåííÿ ïîïóëÿö³é æåðòâè ³ õèæàêà â³äïîâ³äíî â ìåæàõ çà-

éìàíèõ íèìè ÷àñòèí ïðîñòîðó. Òàêèì ÷èíîì, íà øâèäê³ñòü çì³-

íè ÷èñåëüíîñò³ ïîïóëÿö³é âïëèâàº íàÿâí³ñòü «õàîòè÷íîãî» ðóõó 

îñîáèí ó ïðîñòîð³, ÿêèé ôîðìóº ¿õ ïîò³ê ç á³ëüø «çàñåëåíî¿» ó 

ìåíø «çàñåëåíó» («áåçïå÷í³øó») ì³ñöåâ³ñòü. 
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Òî÷êîâà ìîäåëü (2.23) (Dx = Dy = 0) ìàº äâà ñòàö³îíàðí³ ñòàíè: 

( , ) ( ) 0 .
( , ) ( ) 0

P x y rx xy x r y

Q x y qy xy y q x

      
         

 

                     1)  0x  ³ 0;y   

2) 

q

x  ³ 


.
r

y                                       (2.24) 

Îòæå, ìîæëèâå ñï³â³ñíóâàííÿ îáîõ ïîïóëÿö³é. ßê ïðèêëàä 
äîñë³äèìî ñòàö³îíàðíèé ñòàí 2 íà ñò³éê³ñòü ìåòîäîì Ëÿïóíîâà: 

( , )xP x y  =   ;r y ( , )yP x y  =  ;x  ( , )xQ x y  =  

=  ;y ( , )yQ x y  =    ;q x  

à = ( , )xP x y
 
= 0; b = ( , )yP x y  = ;

q



 

c = ( , )xQ x y  = 


r

; d = ( , )yQ x y  = 0; 

1,2 = ±   rq i rq .                      (2.25) 

Öåé ñòàö³îíàðíèé ñòàí º öåíòðîì, íàâêîëî ÿêîãî â³äáóâàþòü-
ñÿ íåçãàñàþ÷³ (ïåð³îäè÷í³) êîëèâàííÿ ÷èñåëüíîñò³ îáîõ ïîïóëÿ-

ö³é ç ÷àñòîòîþ   rq , ÿêà çàëåæèòü â³ä êîåô³ö³ºíò³â íàðî-

äæåííÿ îñîáèí æåðòâè ³ ñìåðòíîñò³ îñîáèí õèæàêà. 
Äîñë³äèìî íà ñò³éê³ñòü ñòàö³îíàðí³ ñòàíè ðîçïîä³ëåíî¿ ñèñòå-

ìè (2.23), âèçíà÷èâøè ïîêàçíèêè ð1,2 (2.16): 

2
2 2

1,2

( ) ( )
.

2 2

x y x yk D D k D D
p rq

  
     

 
          (2.26) 

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, ÿêèé ÷àñòî òðàïëÿºòüñÿ ó ðåàëüíèõ ñè-
òóàö³ÿõ, êîëè ðóõëèâ³ñòü îñîáèí æåðòâè ³ñòîòíî ìåíøà çà ðóõëè-

â³ñòü îñîáèí õèæàêà, òîáòî  .y xD D  Òîä³ âèðàç (2.26) ìîæíà 

ñïðîñòèòè: 

 
     

 

2
2 2

1 2 .
2 2

y y

,

k D k D
p rq                  (2.27) 
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ßê áà÷èìî, çà áóäü-ÿêèõ çíà÷åíü ïàðàìåòð³â ìîäåë³ ñòàö³î-
íàðíèé ñòàí ðîçïîä³ëåíî¿ ñèñòåìè (2.23) áóäå àáî ñò³éêèì âóçëîì 

1 2( 0,,p   áåçêîëèâàëüíèé ðóõ), àáî ñò³éêèì ôîêóñîì ( 1 2Re 0,,p   

êîëèâàëüíèé ðóõ ç ÷àñòîòîþ 
 

     
 

2
2

2

yk D
rq ). 

Íà ðèñ. 2.4 íàâåäåíî ðåçóëüòàòè îá÷èñëþâàëüíîãî åêñïå-
ðèìåíòó ùîäî îïèñàíî¿ âèùå ìîäåë³, à ñàìå ôîðìóâàííÿ ó ïðîñ-
òîð³ «õâèë³ ïåðåñë³äóâàííÿ» îñîáèíàìè õèæàêà îñîáèí æåðòâ 

(ââàæàëîñÿ, ùî ì³ãðàö³ÿ îñîáèí æåðòâè â³äñóòíÿ, òîáòî  0xD ). 

Íà «ôðîíò³» õâèë³ ïåðåñë³äóâàííÿ ôîðìóºòüñÿ ìàêñèìàëüíèé ï³ê 
÷èñåëüíîñò³ ÿê îñîáèí õèæàê³â, òàê ³ îñîáèí æåðòâ. Çà ôðîíòîì 
õâèë³ ó ñèñòåì³ âñòàíîâëþºòüñÿ êâàç³ð³âíîâàãà ³ çíà÷åííÿ äîñë³-
äæóâàíèõ âåëè÷èí áëèçüê³ äî ïîñò³éíèõ. ×àñîâà äèíàì³êà ôîð-
ìóâàííÿ ïðîô³ëþ ÷èñåëüíîñò³ îñîáèí õèæàê³â (ðèñ. 2.5) çàñâ³ä-
÷óº áëèçüê³ñòü ïðîöåñó íà ö³é ä³ëÿíö³ ÷àñó äî àâòîìîäåëüíîãî 
ðåæèìó, ùî â³äïîâ³äàº á³æí³é õâèë³. 

Íàðåøò³, âðàõóâàâøè ó ìîäåë³ «õèæàê–æåðòâà» (2.23) ïî÷àò-

êîâ³ òà â³äïîâ³äí³ ãðàíè÷í³ óìîâè, ïðåäñòàâèìî ¿¿ ðîçâ’ÿçêè ó âè-

ãëÿä³ 3D-êðèâèõ x(t, r) òà y(t, r) (ðèñ. 2.6, äèâ. âêëåéêó). 

Çàâäàííÿ 1 äëÿ ñàìîñò³éíî¿ ðîáîòè. Ó ô³ç³îëîã³¿ êë³òèíè ³ñ-

òîòíó ðîëü â³ä³ãðàþòü ïðîöåñè äèôóç³¿. Êîíöåíòðàö³¿ á³îëîã³÷íî 

àêòèâíèõ ðå÷îâèí, ÿê³ ïðîäóêóþòü êë³òèíè, à òàêîæ ñïîæèâà-

þòüñÿ íèìè, çã³äíî ç äèôóç³éíèìè çàêîíîì³ðíîñòÿìè, ðîçïîä³-

ëÿþòüñÿ ïåâíèì ÷èíîì ïî êë³òèí³. 
Ðîçãëÿíåìî äèôóç³þ äåÿêî¿ ðå÷îâèíè ó êë³òèí³ ñôåðè÷íî¿ 

ôîðìè, ÿêà îòî÷åíà ð³äêèì ñåðåäîâèùåì. Ç óðàõóâàííÿì ñôåðè-
÷íî¿ ñèìåòð³¿ çàäà÷³ ð³âíÿííÿ äèôóç³¿ ìàþòü òàêèé âèãëÿä: 

2

2

2

2

2
( ),

2
,

x

y

x x x
D q r

t r rr

y y y
D

t r rr

    
       


         

 

äå x òà y – êîíöåíòðàö³ÿ ðå÷îâèíè âñåðåäèí³ òà çîâí³ êë³òèíè 
â³äïîâ³äíî; q(r) – ê³ëüê³ñòü ðå÷îâèíè, ÿêà ïðîäóêóºòüñÿ â îäè-
íèö³ îá’ºìó êë³òèíè çà îäèíèöþ ÷àñó (ÿêùî â îá’ºì³ êë³òèíè ðå-
÷îâèíà ïîãëèíàºòüñÿ, òî q(r) < 0); Dx òà Dy – êîåô³ö³ºíò äèôóç³¿ 
ðå÷îâèíè âñåðåäèí³ òà çîâí³ êë³òèíè â³äïîâ³äíî. 
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Ïî÷àòêîâ³ òà ãðàíè÷í³ óìî-
âè çàäà÷³ ìàþòü òàêèé âèãëÿä: 

0 0

0

0

0 0(0, ) , (0, ) ,

,

( ) ,

x y

r r r r

x r r
r r

x r x y r y

x y
D D

r r

x
D n y x

r

 




 
     
   


 

äå x0 òà y0 – ïî÷àòêîâà (âèõ³äíà) 
êîíöåíòðàö³ÿ ðå÷îâèíè âñåðå-
äèí³ òà çîâí³ êë³òèíè â³äïîâ³äíî; 
r0 – åôåêòèâíèé ðàä³óñ êë³òèíè; 

n – ïðîíèêí³ñòü ìåìáðàíè êë³òèíè. 
 
 
 
 
 
 
Ðèñ. 2.5. Çì³íà ÷èñåëüíîñò³ 
îñîáèí õèæàêà y çàëåæíî 
â³ä ïðîñòîðîâî¿ êîîðäèíàòè 
r òà ÷àñó t çà óìîâè Dx = 0 
(ì³ãðàö³ÿ îñîáèí æåðòâè â³ä-
ñóòíÿ) 

 
×èñåëüíî çíàéòè ðîçâ’ÿçêè ìîäåë³ äèôóç³¿ ðå÷îâèíè (îáì³ííèõ 

ïðîöåñ³â) ó êë³òèí³ çà óìîâè: à) q(r) = q = const; á) q(r) = qr. 
Çàâäàííÿ 2 äëÿ ñàìîñò³éíî¿ ðîáîòè. Äîñë³äèòè ïðîöåñ ñàìî-

îðãàí³çàö³¿ ó ñïðîùåí³é ìîäåë³ ðåàêö³¿ Á³ëîóñîâà–Æàáîòèíñüêî-
ãî (âèíèêíåííÿ ñïîíòàííèõ õâèëü – «ïðîâ³äíèõ öåíòð³â» òà óòâî-
ðåííÿ ÄÑ). 

 

Ðèñ. 2.4. Çì³íà ÷èñåëüíîñò³ îñîáèí 
õèæàêà y òà æåðòâè x çàëåæíî â³ä ïðî-
ñòîðîâî¿ êîîðäèíàòè r çà óìîâè Dx = 0 
(ì³ãðàö³ÿ îñîáèí æåðòâè â³äñóòíÿ) 
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РОЗД І Л  3  

СТОХАСТИЧНІ МОДЕЛІ 
БІОЛОГІЧНИХ ПРОЦЕСІВ 

 
 
 

 

§ 1. Марковські процеси 
зі скінченною множиною станів 

Äîñ³ äëÿ îïèñóâàííÿ äèíàì³÷íèõ á³îëîã³÷íèõ ïðîöåñ³â ìè âè-
êîðèñòîâóâàëè àïàðàò êîíòèíóàëüíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü. 
Îäíàê çà îáìåæåíî¿ (äîâîë³ ìàëî¿) ê³ëüêîñò³ á³îìîëåêóë ó ñèñòå-
ì³ (íàïðèêëàä, ó âèïàäêó âåëèêèõ çà ìîëåêóëÿðíîþ ìàñîþ á³î-
ìàêðîìîëåêóë) àáî îñîáèí ïîïóëÿö³¿ äîâîäèòüñÿ áåçïîñåðåäíüî 
âðàõîâóâàòè äèñêðåòí³ñòü ¿õ ïîÿâè ÷è çíèêíåííÿ – àêò³â «íàðî-
äæåííÿ» òà «çàãèáåë³». Ïîâåä³íêó òàêèõ äèñêðåòíèõ ñèñòåì îïè-
ñóþòü ñòîõàñòè÷íèìè ð³âíÿííÿìè, ÿê³ ´ðóíòóþòüñÿ íà òåîð³¿ 
éìîâ³ðíîñò³. 

Íèçêà á³îëîã³÷íèõ îá’ºêò³â äîáðå îïèñóºòüñÿ, çîêðåìà òàê 
çâàíèõ ìàðêîâñüêèõ ïðîöåñ³â ç³ ñê³í÷åííîþ ìíîæèíîþ ñòàí³â. Íà-
ãàäàºìî îñíîâí³ ïîíÿòòÿ, ïîâ’ÿçàí³ ç òàêèìè ïðîöåñàìè. 

Íåõàé ñèñòåìà ìîæå ïåðåáóâàòè â îäíîìó ç N ñòàí³â l1, … lN. 

ßêùî â ìîìåíò ÷àñó t  0 ñèñòåìà ïåðåáóâàº ó ñòàí³ li, òî âîíà 

ïðîâåäå ó íüîìó ùå äåÿêèé âèïàäêîâèé ÷àñ ³, á³ëüøèé çàäàíîãî 

ïåð³îäó ÷àñó S, ç éìîâ³ðí³ñòþ   ,iS
i ip S e     äå i > 0 – äåÿêà 

ñòàëà âåëè÷èíà. Çà âèçíà÷åííÿì, ïðè S = 0  0ip S   . Äàë³ 

ñèñòåìà ïåðåõîäèòü ç³ ñòàíó li â lj ç éìîâ³ðí³ñòþ pij, íåçàëåæíî â³ä 

òîãî, ùî â³äáóâàëîñü ³ç ñèñòåìîþ äî ìîìåíòó ïåðåõîäó 


 1ij
i j

p . 

Ðîçðàõóâàâøè ñåðåäíº çíà÷åííÿ Ì³ (ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ âå-

ëè÷èíè ³), îòðèìàºìî 


   


0

1
.i t

i i

i

M te dt                        (3.1) 

Öÿ âåëè÷èíà âèçíà÷àº ñåðåäí³é ÷àñ ïåðåáóâàííÿ ñèñòåìè ó 
ñòàí³ li. 

Íåõàé rk(t) – éìîâ³ðí³ñòü çíàõîäæåííÿ ñèñòåìè ó ñòàí³ k â 
ìîìåíò ÷àñó t. Âçÿâøè äî óâàãè, ùî ïåðåõîäè ó ñèñòåì³ ìàðêîâ-
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ñüêîãî õàðàêòåðó, ìîæíà ââàæàòè, ùî éìîâ³ðí³ñòü ïåðåáóâàííÿ 

ñèñòåìè ó ñòàí³ k â ìîìåíò (t + t) º ñóìîþ äîáóòê³â éìîâ³ðíîñ-
òåé çíàõîäæåííÿ ñèñòåìè ó êîæíîìó ç³ ñòàí³â ³ íà éìîâ³ðíîñò³ 

ïåðåõîä³â ç öèõ ñòàí³â ó k-é ñòàí pik çà ÷àñ t : 

1

( ) ( ) ( ).
N

k i ik
i

r t t r t p t


                             (3.2) 

Ç âèðàçó (3.2) âèïëèâàº äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ äëÿ âåëè-
÷èíè rk(t): 

1

( ),
N

k
ik i

i

dr
p r t

dt 

                                  (3.3) 

äå 
0

lim ( ).ik ik
t

p p t
 

   

Ð³âíÿííÿ (3.3) ïîâí³ñòþ âèçíà÷àº åâîëþö³þ ðîçïîä³ëó éìî-
â³ðíîñòåé ñòàí³â ñèñòåìè. Óñ³ ñòàö³îíàðí³ ðîçïîä³ëè çàäîâîëüíÿ-
þòü ñèñòåìó àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü: 

1

0.
N

ik i
i

p r


                                 (3.4) 

Òàêèõ ñòàö³îíàðíèõ ðîçïîä³ë³â ó ñèñòåì³ ìîæå áóòè äåê³ëüêà. 

Îäíàê äëÿ ìàðêîâñüêèõ ïðîöåñ³â ôóíêö³ÿ r  (t) ïðè t   çâî-
äèòüñÿ äî ºäèíîãî ñòàö³îíàðíîãî ðîçïîä³ëó. 

§ 2. Приклади стохастичних моделей 
біологічних процесів 

Ñòîõàñòè÷í³ ìîäåë³ – öå ìîäåë³, â ÿêèõ çíà÷åííÿ øóêàíèõ 
âåëè÷èí çàëåæàòü â³ä ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñò³. Ðîçãëÿíåìî êëàñè÷-
í³ ìîäåëüí³ çàäà÷³. 

Ïðèêëàä 1. ßê ïðèêëàä ìàðêîâñüêîãî ïðîöåñó ðîçãëÿíåìî 
ñòîõàñòè÷íó ìîäåëü äëÿ á³ìîëåêóëÿðíî¿ õ³ì³÷íî¿ ðåàêö³¿: 

À + Â  Ñ.                               (3.5) 

N1 ³ N2 – ïî÷àòêîâ³ (ïðè t = 0) ê³ëüêîñò³ ìîëåêóë À ³ Â â³äïî-
â³äíî; õt – ÷èñëî ìîëåêóë Ñ ó ìîìåíò ÷àñó t. ßêùî íà óòâîðåííÿ 
îäí³º¿ ìîëåêóëè Ñ âèòðà÷àþòüñÿ îäíà ìîëåêóëà À òà îäíà ìîëå-
êóëà Â, òî ìîëåêóë À ³ Â ó ìîìåíò ÷àñó t áóäå N1 — õt òà N2 — õt 
â³äïîâ³äíî. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ðk(t) ³ìîâ³ðí³ñòü òîãî, ùî ó ìîìåíò t 
³ñíóº k ìîëåêóë Ñ, äå k = 0,1, …, N3 ³ N3 = min(N1, N2). 
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Íåõàé éìîâ³ðí³ñòü ç³òêíåííÿ äâîõ ô³êñîâàíèõ ìîëåêóë À ³ Â 

çà ìàëèé ³íòåðâàë ÷àñó t äîð³âíþº . Êîåô³ö³ºíò  âèçíà÷àºòüñÿ 
óìîâàìè, çà ÿêèõ â³äáóâàºòüñÿ ðåàêö³ÿ (íàïðèêëàä, òåìïåðàòóðà, 
êîíöåíòðàö³ÿ ìîëåêóë, çíà÷åííÿ ðÍ ñåðåäîâèùà). 

Ïðèïóñòèìî, ùî éìîâ³ðí³ñòü òîãî, ùî çà ÷àñ t â³äáóäåòüñÿ 
«çóñòð³÷» ì³æ ìîëåêóëàìè À ³ Â, ïðîïîðö³éíà ÷èñëó ð³çíèõ ïàð. 
Ââàæàòèìåìî, ÿêùî äî ìîìåíòó ÷àñó t âæå óòâîðèëîñü õt ìîëåêóë Ñ, 
òî ó ìîìåíò t ÷èñëî ðåàêö³éíî çäàòíèõ ïàð, ÿê³ çàëèøèëèñÿ, äî-
ð³âíþº (N1 — õt) (N2 — õt). 

Ñêëàäåìî äèôåðåíö³àëüí³ ð³âíÿííÿ äëÿ ôóíêö³é ðk(t) – éìî-
â³ðíîñòåé òîãî, ùî ó ìîìåíò ÷àñó t áóäå íóëü, îäíà ³ ò. ä. ìîëåêóë Ñ. 

Éìîâ³ðí³ñòü ð0(t + t) òîãî, ùî äî ìîìåíòó (t + t) áóäå íóëü 
ìîëåêóë Ñ (òîáòî â³äñóòí³ ïðîäóêòè ðåàêö³¿), äîð³âíþº äîáóòêó 
(îñê³ëüêè ïîä³¿ íåçàëåæí³) éìîâ³ðíîñò³ ð0(t) òîãî, ùî â ìîìåíò t 

áóëî íóëü ìîëåêóë Ñ íà éìîâ³ðí³ñòü ð0(t) òîãî, ùî çà ïðîì³æîê 

÷àñó t æîäíî¿ íîâî¿ ìîëåêóëè Ñ íå óòâîðèëîñü: ð0(t + t) = 

= ð0(t)ð0(t). 
Îòæå, äî ìîìåíòó t ³ñíóº N1 ³ N2 ìîëåêóë À ³ Â â³äïîâ³äíî. 

Éìîâ³ðí³ñòü ç³òêíåííÿ äâîõ ìîëåêóë À ³ Â çà ÷àñ t äîð³âíþº . 
Òîä³ çàãàëüíà éìîâ³ðí³ñòü óòâîðåííÿ õî÷à á îäí³º¿ ìîëåêóëè Ñ çà 

÷àñ t äîð³âíþº N1N2t. Éìîâ³ðí³ñòü òîãî, ùî çà ÷àñ t íå óòâî-

ðþºòüñÿ æîäíî¿ ìîëåêóëè Ñ, äîð³âíþº ð0(t) = 1 — N1N2t. Îòæå, 
ìàºìî 

ð0(t + t) = ð0(t) (1 — N1N2t).                       (3.6) 

Ç âèðàçó (3.6) îòðèìàºìî äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ äëÿ ôóíê-
ö³¿ ð0(t): 

0 0 0
1 2 0

0

( ) ( )
lim ( ).
t

dp p t t p t
N N p t

dt t 

  
  


             (3.7) 

Äî ð³âíÿííÿ (3.7) ïîòð³áíî äîäàòè ïî÷àòêîâó óìîâó 

ð0(0) = 1.                                  (3.8) 

Àíàëîã³÷íî ìîæíà îòðèìàòè äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ äëÿ 

ôóíêö³¿ ðk(t), k  0: 

 
1 2 — 1 1 2( 1) ( 1) ( ) ( ) ( ) ( )k

k k

dp
 N k  N k  p t N k  N k  p t

dt
           (3.9) 

ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ 

ð0(0) = 0.                               (3.10) 



Р О З Д І Л  3.  Стохастичні моделі біологічних процесів 
 

 

 106

Ó ðåçóëüòàò³ îòðèìàºìî ñèñòåìó (3.7), (3.9) ç N3 + 1 ð³âíÿíü. 
Òàêà ñèñòåìà ìàº ïðîñòó ñòðóêòóðó. Ïåðøå ð³âíÿííÿ ì³ñòèòü ëè-
øå íåâ³äîìó ôóíêö³þ ð0(t), äðóãå – ëèøå ð1(t) ³ ð0(t), k-òå – ëè-
øå ðk(t) ³ ðk — 1(t). Öå òàê çâàíà ñèñòåìà çùåïëåíèõ ð³âíÿíü. 

Ðîçâ’ÿçîê ë³í³éíîãî äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ (3.7) ç ïî÷àò-
êîâîþ óìîâîþ (3.8) ìàº âèãëÿä 

 1 2

0( ) . N N tp t e                            (3.11) 

Ï³ñëÿ òîãî ÿê ôóíêö³ÿ ð0(t) ñòàëà â³äîìîþ, ç ð³âíÿííÿ (3.9) 
ïðè k = 1 çíàõîäèìî ð1(t) ³ ò. ä. Çà âèçíà÷åííÿì, ñåðåäíº ÷èñëî 
ìîëåêóë Ñ (ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ âåëè÷èíè õ(t)), ÿê³ óòâîðè-
ëèñü ó ìîìåíò ÷àñó t, çàäàºòüñÿ ôîðìóëîþ 

             
3

0

( ) ( ) ( ).
N

k
k

m t Mx t kp t


                         (3.12) 

Ç ð³âíÿíü (3.7) ³ (3.9) ìîæíà îòðèìàòè äèôåðåíö³àëüíå ð³â-
íÿííÿ äëÿ ôóíêö³¿ m(t): 

    1 2( ( )) ( ( )) ( ),
dm

N m t  N m t Dx t
dt

             (3.13) 

äå Dx(t) =   22( ) ( )Mx t Mx t  – äèñïåðñ³ÿ âåëè÷èíè õ(t) 2( ( )Mx t   

= 
3

2

0

( )).
N

k
k

k p t

  

ßêùî ê³ëüê³ñòü ìîëåêóë Ñ âåëèêà, òîáòî N3  , òî îñòàíí³ì 
äîäàíêîì ó âèðàç³ (3.13) ìîæíà çíåõòóâàòè. Ó ðåçóëüòàò³ îòðèìà-
ºìî ð³âíÿííÿ, ÿêå îïèñóº çàêîí ä³þ÷èõ ìàñ: 

    1 2( ( )) ( ( )), (0) 0.
dm

N m t  N m t  m
dt

         (3.14) 

Ïðèêëàä 2. Ìîäåë³ ðîçìíîæåííÿ òà çàãèáåë³ îñîáèí ó ïîïóëÿö³¿ 
ç óðàõóâàííÿì âèïàäêîâèõ çì³í ñåðåäîâèùà. Ðîçãëÿíåìî éìîâ³ðí³ñ-
íèé îïèñ ïðîöåñó ðîçìíîæåííÿ ³ çàãèáåë³ îñîáèí (îðãàí³çì³â) ó 
ïîïóëÿö³¿. Ââàæàòèìåìî, ùî éìîâ³ðí³ñòü ïîÿâè îäíîãî íàùàäêà 

â îäí³º¿ îñîáèíè â ³íòåðâàë³ ÷àñó t äîð³âíþº t, òîìó äëÿ óñ³º¿ 
ïîïóëÿö³¿ éìîâ³ðí³ñòü çá³ëüøåííÿ ¿¿ ÷èñåëüíîñò³ íà îäèíèöþ äî-

ð³âíþº nt. Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî éìîâ³ðí³ñòü çàãèáåë³ îäí³º¿ 

îñîáèíè ñòàíîâèòü t. Éìîâ³ðí³ñòü òîãî, ùî ðîçì³ð ïîïóëÿö³¿ ó 

ìîìåíò ÷àñó t + t ñòàíîâèòü n îñîáèí, ó òàêîìó âèïàäêó â³äîáðà-
æàº ñóìó éìîâ³ðíîñòåé òðüîõ ïîä³é: 



§ 2. Приклади стохастичних моделей біологічних процесів 
 

 

 107

1) ó ìîìåíò ÷àñó t áóëî n îñîáèí, çà ÷àñ t öå ÷èñëî íå çì³-
íèëîñÿ; 

2) ó ìîìåíò ÷àñó t áóëî n — 1 îñîáèíà, çà ÷àñ t ¿õ ê³ëüê³ñòü 
çá³ëüøèëàñÿ íà îäèíèöþ; 

3) ó ìîìåíò ÷àñó t áóëî n + 1 îñîáèíà, çà ÷àñ t ¿õ ê³ëüê³ñòü 
çìåíøèëàñÿ íà îäèíèöþ. 

Òàêèì ÷èíîì, âèðàç äëÿ øóêàíî¿ éìîâ³ðíîñò³ pn(t + t) íàáó-
âàº âèãëÿäó 

pn(t + t) = pn — 1(t)(n — 1)t + pn(t)(1 — nt —  

— nt) + pn + 1(t)(n + 1)t.                     (3.15) 

Ç âèðàçó (3.15) ëåãêî îòðèìàòè äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ äëÿ 
ôóíêö³¿ ðn(t): 

0

( ) ( )
limn n n

t

dp p t t p t

dt t 

  
 


 

1 1( 1) ( ) ( ) ( ) ( 1) ( )n n nn p t np t n p t .                (3.16) 

Éîãî ðîçâ’ÿçîê òàêèé: 

 0

0 0

0 0

min ,
1 1

1
0

( ) (1 ) , 1,
n n

n n ii n i
n n n n i

i

p t C C g h g h n  
  



           (3.17) 

äå 
0

0

0

!
,

!( ) !

i
n

n
C

i n i



 n0 – ïî÷àòêîâà ÷èñåëüí³ñòü ïîïóëÿö³¿ ³ g   

 
 

( )

( )

1
,

t

t

e

e

  

  

 

  

 

g

h . 

Ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ ³ äèñïåðñ³ÿ ðîçïîä³ëó (3.17) çàïè-
øåìî ó âèãëÿä³ 

( )
0( ) ,tM t n e     

 2( ) ( )0( )
( ) 1 .

( )

t tn
D t e e        

 
  

            (3.18) 

Çàçíà÷èìî, ùî ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ (3.18), ÿê ñåðåäíº 
çíà÷åííÿ øóêàíî¿ âåëè÷èíè, çá³ãàºòüñÿ ç³ çíà÷åííÿì ÷èñåëüíîñò³ 
ïîïóëÿö³¿ ó äåòåðì³íîâàí³é ìîäåë³, çà ÿêî¿ çíà÷åííÿ øóêàíî¿ âå-
ëè÷èíè ìîæå áóòè ðîçðàõîâàíî òî÷íî, à âèðàç äëÿ äèñïåðñ³¿ çà-
ñâ³ä÷óº çíà÷íó ôëóêòóàö³éíó ì³íëèâ³ñòü. 
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Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ð0(t) ³ìîâ³ðí³ñòü òîãî, ùî ÷åðåç ïåâíèé ÷àñ 
íå çàëèøèòüñÿ æîäíî¿ æèâî¿ îñîáèíè ïîïóëÿö³¿ (n = 0). ¯¿ ìîæíà 
çíàéòè, ïðèð³âíÿâøè ïðàâó ÷àñòèíó ð³âíÿííÿ (3.17) äî íóëÿ, 

ïðè÷îìó t  : 

0
0

1, ,

lim ( )
, .

n

t
p t



  
        

                  (3.19) 

Îòæå, ÿêùî øâèäê³ñòü ðîçìíîæåííÿ íå ïåðåâèùóº øâèäêîñò³ 
çàãèáåë³ îñîáèí ïîïóëÿö³¿, ¿õ âèìèðàííÿ ðàíî ÷è ï³çíî îáîâ’ÿç-
êîâî â³äáóäåòüñÿ. Ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó éìîâ³ðí³ñòü âèìè-

ðàííÿ îñîáèí ñòàíîâèòü 
0

.

n 
  

 

Ôëóêòóàö³¿ óìîâ ñåðåäîâèùà ìîæóòü ïðèâîäèòè äî çì³íè õà-
ðàêòåðó âçàºìîä³é ì³æ îêðåìèìè îñîáèíàìè, òîáòî äî âèïàäêî-
âî¿ çì³íè ïàðàìåòð³â ìîäåë³. Äëÿ ìîäåë³ åêñïîíåíö³àëüíîãî çðîñ-

òàííÿ – öå âèïàäêîâ³ çì³íè êîåô³ö³ºíòà ïðèðîäíîãî ïðèðîñòó , 
âðàõóâàííÿ ÿêèõ ïðèâîäèòü äî ðîçãëÿäó òàêîãî âèõ³äíîãî ð³âíÿííÿ: 

  ( ( )) ,
dn

x t n
dt

                         (3.20) 

äå x(t) – âèïàäêîâà âåëè÷èíà ³ç ñåðåäí³ì çíà÷åííÿì, ùî äîð³â-
íþº íóëþ. Öå îçíà÷àº, ùî ïðè êîæíîìó t âèïàäêîâ³ âåëè÷èíè 
x(t) ìàþòü îäíàêîâ³ ðîçïîä³ëè ³ ì³æ ôëóêòóàö³ÿìè ó ïîñë³äîâí³ 
ìîìåíòè ÷àñó â³äñóòíÿ êîðåëÿö³ÿ (òîáòî ôëóêòóàö³¿ êîðåëþþòü 
ì³æ ñîáîþ ëèøå ïðîòÿãîì ïåð³îä³â, íåçíà÷íèõ ïîð³âíÿíî ç õà-

ðàêòåðíèì ÷àñîì ñèñòåìè (ó íàø³é ìîäåë³ 1/)). Éìîâ³ðí³ñíèé 

ðîçïîä³ë âåëè÷èíè ìàº ñåðåäíº çíà÷åííÿ 0( ) ,tM t n e  ùî äîð³â-

íþº â³äïîâ³äíîìó çíà÷åííþ x çà â³äñóòíîñò³ ôëóêòóàö³¿ ÷èí-

íèê³â ñåðåäîâèùà. Äèñïåðñ³ÿ âèçíà÷àºòüñÿ òàê: 2( ) ( )D t S t   

 22 2
0 1 ,t tn e e    äå 2 – äèñïåðñ³ÿ âåëè÷èíè x(t). Îòðèìàºìî 

 
2( )

1
( )

tS t
e

M t
. Îòæå, ç ÷àñîì êîëèâàííÿ ÷èñåëüíîñò³ ïîïóëÿö³¿ 

ñòàþòü ð³çê³øèìè: ïðè  < 2 éìîâ³ðí³ñòü âèðîäæåííÿ ç ÷àñîì 
çðîñòàº, íàáëèæàþ÷èñü äî îäèíèö³, – ÷èñåëüí³ñòü ïîïóëÿö³¿ íå-
ñò³éêà (³íøèìè ñëîâàìè, äîñòàòíüî òðèâàëà ä³ÿ çáóðåíü ç âåëè-

êîþ éìîâ³ðí³ñòþ ìîæå ïðèçâåñòè äî ¿¿ çàãèáåë³); ïðè  > 2 éìî-
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â³ðí³ñòü âèðîäæåííÿ çìåíøóºòüñÿ ³ çà t   íàáëèæàºòüñÿ äî 
íóëÿ – ÷èñåëüí³ñòü ïîïóëÿö³¿ ñò³éêà. Âàæëèâî çàçíà÷èòè, ùî ä³-
ëÿíêà ñò³éêîñò³, îö³íåíà çà áóäü-ÿêèì êðèòåð³ºì íà ï³äñòàâ³ ñòî-
õàñòè÷íî¿ ìîäåë³, ÿê ïðàâèëî, º âóæ÷îþ â³ä àíàëîã³÷íî¿ ä³ëÿíêè 
äëÿ äåòåðì³íîâàíî¿ ìîäåë³, ÿêà äîáðå îïèñóº ïîâåä³íêó ïîïóëÿ-
ö³é ç âåëèêîþ ÷èñåëüí³ñòþ. 

Ïðèêëàä 3. Ìîäåëü ïåðåíåñåííÿ åëåêòðîí³â ó ôîòîñèíòåòè÷íèõ 
êîìïëåêñàõ ìîëåêóë – êîìïîíåíò åëåêòðîí-òðàíñïîðòíîãî ëàíöþ-
ãà. Ðîçãëÿíåìî äåÿêèé ìóëüòèôåðìåíòíèé êîìïëåêñ, ó ÿêîìó 
êîæåí ç ôåðìåíò³â ìîæå ïåðåáóâàòè ó äåê³ëüêîõ ð³çíèõ (äèñêðåò-
íèõ) ñòàíàõ. Ñòàíè îêðåìèõ êîìïîíåíò³â ìóëüòèôåðìåíòíîãî 
êîìïëåêñó ìîæóòü áóòè â³ëüíèì ôåðìåíòîì, êîìïëåêñîì ôåðìåí-
òó ³ç ñóáñòðàòîì, ïðîäóêòîì, ìîäèô³êàòîðîì, òîáòî ð³çíîìàí³ò-
íèìè êîíôîðìàö³ÿìè ôåðìåíòó, éîãî ïðîòîâàíèìè òà äåïðîòî-
âàíèìè ôîðìàìè òîùî. 

Ïðîöåñè òðàíñôîðìàö³¿ åíåðã³¿ ï³ä ÷àñ äèõàííÿ òà ôîòîñèí-
òåçó âêëþ÷àþòü ÿê íåîáõ³äíèé åëåìåíò ïåðåíåñåííÿ åëåêòðîí³â 
åëåêòðîí-òðàíñïîðòíèì ëàíöþãîì (ÅÒË), óòâîðåíèì âáóäîâàíè-
ìè ó ìåìáðàíó îêèñíî-â³äíîâíèìè ôåðìåíòàìè. ÅÒË ì³òîõîíä-
ð³é, õëîðîïëàñò³â ³ õðîìàòîôîð³â ôîòîñèíòåçóþ÷èõ áàêòåð³é äóæå 
ïîä³áí³ íà ð³âí³ ÿê îêðåìèõ íîñ³¿â åëåêòðîí³â, òàê ³ îêðåìèõ 
êîìïëåêñ³â ìîëåêóë-íîñ³¿â. Îäèí ïîâíèé ëàíöþã ïåðåíåñåííÿ 
åëåêòðîíà ñêëàäàºòüñÿ ç äåê³ëüêîõ îêðåìèõ êîìïëåêñ³â. Âîíè º 
ïðèðîäíèìè ñóáîäèíèöÿìè ÅÒË, ÿê³ çäàòí³ åôåêòèâíî ïåðåíî-
ñèòè åëåêòðîí. Êð³ì òîãî, ÅÒË ì³ñòèòü ä³ëÿíêè, íà ÿêèõ åëåêò-
ðîí ïåðåíîñÿòü îêðåì³ íîñ³¿. Òàê, ÿêùî íîñ³¿ åëåêòðîí³â äîâîë³ 
ðóõëèâ³ äëÿ òîãî, ùîá âçàºìîä³ÿòè îäèí ç îäíèì ç³òêíåííÿìè, òî 
îêèñíî-â³äíîâí³ ñòàíè îêðåìèõ íîñ³¿â ìîæíà ââàæàòè íåçàëåæ-
íèìè ³ ê³íåòèêó ïåðåíåñåííÿ åëåêòðîí³â îïèñóâàòè çà çàêîíîì 
ä³þ÷èõ ìàñ. Ó çàãàëüíîìó æ âèïàäêó äëÿ îïèñó ïåðåíåñåííÿ åëåê-
òðîí³â ó êîìïëåêñ³ íåîáõ³äíî ðîçãëÿíóòè óñ³ ñòàíè, ó ÿêèõ ìîæå 
ïåðåáóâàòè öåé êîìïëåêñ. 

Ïîçíà÷èìî ñòàíè ìóëüòèôåðìåíòíîãî êîìïëåêñó ÷åðåç S1, 
S2, …, Sn ³ ââåäåìî éìîâ³ðí³ñòü òîãî, ùî êîìïëåêñ íîñ³¿â ïåðåáó-
âàº ó ñòàí³ Si ó ìîìåíò ÷àñó t: p(Si, t) = pi(t). Ïîä³¿ S1, S2, …, Sn íå-
ñóì³ñí³ ³ óòâîðþþòü ïîâíó ãðóïó ïîä³é, äëÿ ÿêèõ âèêîíóºòüñÿ 

óìîâà 



1

( ) 1
n

i
i

p t . 

Ðîçãëÿíåìî ïåðåõîäè ì³æ ñòàíàìè Si ìóëüòèôåðìåíòíîãî 
êîìïëåêñó íîñ³¿â ÿê ìàðêîâñüêèé ïðîöåñ ç³ ñê³í÷åííîþ ìíîæè-
íîþ ñòàí³â ³ íåïåðåðâíèì ÷àñîì. Ó òàêîìó ðàç³ ïåðåõîäè êîì-
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ïëåêñó ç îäíîãî ñòàíó â ³íøèé îïèñóºìî ñèñòåìîþ ë³í³éíèõ çâè-
÷àéíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü â³äíîñíî éìîâ³ðíîñòåé: 

 
1

,
n

i
j ji i ij

j

dp
p k p k

dt 

   (0) ,i ip b                 (3.21) 

äå kij – êîíñòàíòè øâèäêîñò³ ïåðåõîäó ì³æ ñòàíàìè i òà j; bi – 
ïî÷àòêîâå çíà÷åííÿ éìîâ³ðíîñò³ i-ãî ñòàíó. 

Ïðè ðîçãëÿä³ êîíêðåòíèõ ÅÒË çðó÷íî óÿâëÿòè ñòàíè êîìïëåê-
ñó ó âèãëÿä³ ðîçì³÷åíîãî ãðàôó, ó âåðøèíàõ ÿêîãî ïîêàçàíî ñòàíè 
êîìïëåêñó, à ñòð³ëêè âêàçóþòü íàïðÿìîê ïåðåõîä³â ì³æ öèìè ñòà-
íàìè. Íàïðèêëàä, äëÿ ïåðåíåñåííÿ åëåêòðîí³â ó êîìïëåêñ³ ç äâîõ 
íîñ³¿â Ñ1Ñ2 ðîçì³÷åíèé ãðàô ñòàí³â ìàº òàêèé âèãëÿä: 

(1) 10 0 1 0
1 2 1 2

kC C C C  (2) 

                                  
23  3k k k   

 (3) 
1

0 1 1 1
1 2 1 2k

C C C C  (4). 

Òóò âåðõí³ ³íäåêñè 0 òà 1 âêàçóþòü íà â³äñóòí³ñòü àáî íàÿâ-
í³ñòü åëåêòðîíà íà â³äïîâ³äíîìó íîñ³¿, öèôðè â äóæêàõ – íîìåð 
ñòàíó êîìïëåêñó; k1, k2, k3 – êîíñòàíòè øâèäêîñòåé â³äïîâ³äíèõ 
ïåðåõîä³â. Çàóâàæèìî, ùî ó çàãàëüíîìó âèïàäêó êîíñòàíòè øâèä-
êîñòåé ïåðåõîäó ì³æ ñòàíàìè ìóëüòèôåðìåíòíîãî êîìïëåêñó 
ìîæóòü çàëåæàòè â³ä ñòàí³â íîñ³¿â, ÿê³ íå áåðóòü áåçïîñåðåäíüî¿ 

ó÷àñò³ ó ðåàêö³¿ (åôåêò êîîïåðàòèâíîñò³). Òîìó ïàðàìåòðè  ³  
õàðàêòåðèçóþòü ñòóï³íü êîîïåðàòèâíîñò³: íàïðèêëàä, øâèäê³ñòü 
íàäõîäæåííÿ åëåêòðîí³â â³ä çîâí³øíüîãî äîíîðà íà íîñ³é Ñ1 ìî-

æå âèÿâèòèñÿ ð³çíîþ çàëåæíî â³ä ðåäîêñ-ñòàíó íîñ³ÿ Ñ2 (). 
Ñèñòåìà ë³í³éíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó 

äëÿ éìîâ³ðíîñòåé ñòàí³â êîìïëåêñó Ñ1Ñ2 ìàº âèãëÿä 

1
3 3 1 1

2
1 1 3 4 2 2

3
2 2 3 1 3

4
1 3 3 4

,

,

( ) ,

,

dp
k p k p

dt

dp
k p k p k p

dt

dp
k p k k p

dt

dp
k p k p

dt

  

    

    


    


 

 (0) , 1,4i ip b i .                         (3.22) 
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Ðîçâ’ÿçàâøè ñèñòåìó ð³âíÿíü (3.22) â³äíîñíî íåâ³äîìèõ éìî-

â³ðíîñòåé ñòàí³â ìóëüòèôåðìåíòíîãî êîìïëåêñó pi (  1,4i ), ëåãêî 

çíàéòè éìîâ³ðíîñò³ ïåâíèõ ñòàí³â îêðåìèõ íîñ³¿â. Äëÿ öüîãî ïî-
òð³áíî ïðîñóìóâàòè éìîâ³ðíîñò³ óñ³õ òèõ ñòàí³â êîìïëåêñó, ÿê³ 
ì³ñòÿòü ðîçãëÿäóâàíèé íîñ³é ó öüîìó ñòàí³. Íàïðèêëàä, éìîâ³ð-
íîñò³ òîãî, ùî ïåðøèé ³ äðóãèé íîñ³¿ ïåðåáóâàþòü â îêèñíåíîìó 
ñòàí³, äîð³âíþþòü ñóì³ éìîâ³ðíîñòåé ïåðøîãî ³ òðåòüîãî ñòàí³â 
òà ïåðøîãî ³ äðóãîãî ñòàí³â â³äïîâ³äíî: 

0 0 0 0 1 1
1 1 2 1 2 1 3 1( ) ( ) ( ) 1 ( ),p C p C C p C C p p p C       

0 0 0 1 0 1
2 1 2 1 2 1 2 2( ) ( ) ( ) 1 ( ).p C p C C p C C p p p C             (3.23) 

Çàâäàííÿ 1 äëÿ ñàìîñò³éíî¿ ðîáîòè. Çíàéòè òà äîñë³äèòè íà 

ñò³éê³ñòü ñòàö³îíàðí³ ñòàíè ìîäåë³ (3.22), ïðèéíÿâøè  =  = 1. 

Ïîáóäóâàòè â³äïîâ³äí³ ê³íåòè÷í³ êðèâ³. 

Çàâäàííÿ 2 äëÿ ñàìîñò³éíî¿ ðîáîòè. Ðîçãëÿíåìî äåÿêó ïîïó-

ëÿö³þ, ÿêà ³ñíóº â îäíîâèì³ðíîìó àðåàë³ (íàïðèêëàä, áåðåã, íà 

ÿêîìó æèâóòü ìàëîðóõëèâ³ òâàðèíè). ßêùî â ãåíîôîíä³ ïîïóëÿ-

ö³¿ âíàñë³äîê ìóòàö³¿ ç’ÿâëÿºòüñÿ ãåí ³ç ñåëåêòèâíîþ ïåðåâàãîþ, 

òî ó ïîäàëüøîìó â³í ïîñòóïîâî ïîøèðþºòüñÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî 

ðîçãëÿäóâàí³ îñîáèíè äèïëî¿äí³. Éìîâ³ðíîñò³ (÷àñòîòè) (p ³ q = 

= 1 — p), ç ÿêèìè ñòèêàþòüñÿ îñîáèíè ç ð³çíèìè íàáîðàìè ãåí³â, 

òàê³: 

  2 2; 2 ; .aa p Aa pq AA q  

ßêùî ìóòàíòíèé ãåí a äîì³íàíòíèé, òî ÷àñòîòè íàáîð³â ï³ñëÿ 
â³äáîðó áóäóòü òàêèìè: 

2(1 ) ; 2(1 ) ;aa m p Aa m pq     AA   2,q  

äå 1 + m – êîåô³ö³ºíò ñåëåêòèâíîñò³ ãåíà a. 
ßêùî êîåô³ö³ºíò ñåëåêòèâíîñò³ ìàëî â³äð³çíÿºòüñÿ â³ä îäè-

íèö³, òîáòî  1m , òî ïðèð³ñò éìîâ³ðíîñò³ ð çà îäíå ïîêîë³ííÿ 

âèçíà÷àºòüñÿ âèðàçîì:   2.p mpq  Ïîøèðåííÿ ìóòàíòíîãî ãåíà 

çóìîâëåíî ÿê éîãî ñåëåêòèâíîþ ïåðåâàãîþ, òàê ³ îäíîð³äíîþ ì³-
ãðàö³ºþ â àðåàë³, òîä³ ðîçïîä³ë éìîâ³ðíîñò³ p(t, x) ìóòàíòíîãî ãå-
íà îïèñóºìî ð³âíÿííÿì 



Р О З Д І Л  3.  Стохастичні моделі біологічних процесів 
 

 

 

   
  

 

2
2

2
1

p p
mp p D

t x
, 

äå D – êîåô³ö³ºíò äèôóç³¿ îñîáèí àðåàëîì. 
Çàóâàæèìî, ùî ó âèïàäêó ðåöåñèâíîãî ãåíà, ÿêèé ìàº ñåëåê-

òèâíó ïåðåâàãó, íàâåäåíå âèùå ð³âíÿííÿ íàáóäå âèãëÿäó 

   
  

 

2
2

2
1

p p
mp p D

t x
. 

Çíàéòè òà ïðîàíàë³çóâàòè ñòàö³îíàðí³ ñòàíè öèõ ð³âíÿíü çà 
óìîâè D = 0 (òî÷êîâà ñèñòåìà). ×èñåëüíî çíàéòè ¿õ ðîçâ’ÿçêè, 
çàäàâøè ïî÷àòêîâó òà ãðàíè÷í³ óìîâè. 
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РОЗД І Л  4  

ЕМПІРИЧНИЙ МАТЕМАТИЧНИЙ АНАЛІЗ 
СКЛАДНИХ ГРАФІЧНИХ ЗАЛЕЖНОСТЕЙ 

У БІОЛОГІЧНОМУ ЕКСПЕРИМЕНТІ 
 
 
 
 
 
 

Ó ô³çèêî-õ³ì³÷í³é á³îëîã³¿ äîñë³äíèêè ÷àñòî ìàþòü ñïðàâó ç³ 
ñêëàäíèìè åêñïåðèìåíòàëüíèìè ãðàô³÷íèìè çàëåæíîñòÿìè, ÿê³ 
ïîòð³áíî àíàë³çóâàòè íàâ³òü òîä³, êîëè ìîëåêóëÿðíèé ìåõàí³çì 
ïðîöåñó äîñêîíàëî ùå íå âèâ÷åíèé. Ó ðîçä³ë³ ÿê ïðèêëàä îïèñà-
íî åìï³ðè÷íèé áàãàòîïàðàìåòðè÷íèé ìåòîä êîìïëåêñíîãî ìåõà-
íîê³íåòè÷íîãî àíàë³çó ñïîíòàííî¿ ñêîðîòëèâî¿ â³äïîâ³ä³ â³ñöåðàëü-
íèõ ãëàäåíüêèõ ì’ÿç³â â ³çîìåòðè÷íîìó ðåæèì³. Íàâåäåíî ë³íå-
àðèçàö³éíèé ãðàô³÷íèé êðèòåð³é ìîæëèâîñò³ çàñòîñóâàííÿ öüîãî 
ìåòîäó äëÿ îïèñó ïîâíî¿ ìåõàíîê³íåòè÷íî¿ êðèâî¿ öèêëó ñêîðî-
÷åííÿ–ðîçñëàáëåííÿ. Òàêèé ï³äõ³ä äàº ìîæëèâ³ñòü âèçíà÷èòè 
íèçêó ê³ëüê³ñíèõ ïîêàçíèê³â, ÿê³ íà ôåíîìåíîëîã³÷íîìó ð³âí³ 
äîáðå îïèñóþòü ïîâíó ìåõàíîê³íåòè÷íó êðèâó. Ïðî³ëþñòðîâàíî 
âèêîðèñòàííÿ ìåòîäó ï³ä ÷àñ âèâ÷åííÿ çàêîíîì³ðíîñòåé ä³¿ ô³çè-
êî-õ³ì³÷íîãî (ã³ïåðìàãí³ºâå ñåðåäîâèùå), ìåòàáîë³÷íîãî (óòåðî-
òîí³÷íèé ïåïòèäíèé ãîðìîí îêñèòîöèí) òà ôàðìàêîëîã³÷íîãî 
(êàë³êñ[4]àðåí Ñ-90) ÷èííèê³â íà ïðîöåñè åëåêòðî- òà ôàðìàêîìå-
õàí³÷íîãî ñïðÿæåííÿ (äîñë³äè ïðîôåñîðà Î.Â. Öèìáàëþê). 

Ï³äêðåñëèìî, ùî âèâ÷åííÿ ó ìîäåëüíèõ äîñë³äàõ in vitro ê³-
íåòèêè íà ð³âí³ öèêëó ñêîðî÷åííÿ–ðîçñëàáëåííÿ â³ñöåðàëüíèõ 
ãëàäåíüêèõ ì’ÿç³â â ³çîìåòðè÷íîìó òà ³çîòîí³÷íîìó ðåæèìàõ – 
âàæëèâèé êðîê íà øëÿõó ðîçóì³ííÿ ³îííèõ, ìîëåêóëÿðíèõ, ìåì-
áðàííèõ ³ êë³òèííèõ ìåõàí³çì³â ôåíîìåíó åëåêòðî- òà ôàðìàêî-
ìåõàí³÷íîãî ñïðÿæåííÿ. Òàêå äîñë³äæåííÿ º îñíîâîþ êîðåêòíîãî 
ç’ÿñóâàííÿ ê³ëüê³ñíèõ çàêîíîì³ðíîñòåé ä³¿ ô³çèêî-õ³ì³÷íèõ, ìå-
òàáîë³÷íèõ ³ ôàðìàêîëîã³÷íèõ ÷èííèê³â íà ñêîðîòëèâó â³äïîâ³äü 
öèõ ì’ÿç³â. Òàê, ñòâîðåííÿ ³ àïðîáàö³ÿ íîâèõ ôàðìàêîëîã³÷íèõ 
ñïîëóê, ñïðÿìîâàíèõ íà áîðîòüáó ç íåáåçïå÷íèìè õâîðîáàìè, 
ïîâ’ÿçàíèìè ç ïîðóøåííÿì ôóíêö³îíóâàííÿ â³ñöåðàëüíèõ ãëà-
äåíüêèõ ì’ÿç³â (íàïðèêëàä, ïàòîëîã³¿ ìîòîðèêè øëóíêîâî-
êèøêîâîãî òðàêòó; ã³ïåð- òà ã³ïîòîíóñ ìàòêè, ñïîíòàíí³ àáîðòè, 
âèêèäí³, ìàòêîâ³ êðîâîòå÷³ òà ³í.), ïðàêòè÷íî íåìîæëèâå áåç ïî-
ð³âíÿëüíèõ äîñë³äæåíü (ó ôîðìàò³ íîðìà–ïàòîëîã³ÿ) ç âèâ÷åííÿ 
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äèíàì³êè ñêîðîòëèâî¿ â³äïîâ³ä³. Ââàæàþòü, ùî ìåõàíîê³íåòè÷í³ 
ïàðàìåòðè ì’ÿçîâîãî øàðó ñò³íîê â³ñöåðàëüíèõ îðãàí³â ìîæóòü 
áóòè çàñòîñîâí³ äëÿ ä³àãíîñòóâàííÿ äèñôóíêö³éíèõ ïîðóøåíü, 
³íäóêîâàíèõ êñåíîá³îòèêàìè. 

§ 1. Кількісний аналіз повної  
механокінетичної кривої процесу спонтанного 

ізометричного скорочення–розслаблення 
вісцерального гладенького м’яза.  

Базове інтегральне механокінетичне рівняння 

Â ³çîìåòðè÷íîìó ðåæèì³ ðåºñòðàö³¿ ñêîðîòëèâî¿ àêòèâíîñò³ 
(äîâæèíà ì’ÿçîâîãî ïðåïàðàòó = const) òèïîâà ìåõàíîê³íåòè÷íà 
êðèâà f = f(t) ïðîöåñó ñêîðî÷åííÿ–ðîçñëàáëåííÿ ãëàäåíüêîãî 
ì’ÿçà º ñêëàäíîþ êðèâîþ. Âîíà õàðàêòåðèçóºòüñÿ äâîìà òî÷êàìè 

ïåðåãèíó íà ð³âí³ ôàçè ñêîðî÷åííÿ (êîîðäèíàòè FC, C) òà ôàçè 

ðîçñëàáëåííÿ (êîîðäèíàòè FR, R), äå F òà  – â³äïîâ³äíî çíà÷åí-

íÿ ñèëè f òà ÷àñó t ó òî÷êàõ ïåðåãèíó ((d 2f/dt 2) C, R = 0), à òàêîæ 
òî÷êîþ åêñòðåìóìó – ìàêñèìóìó (àìïë³òóäè) Fmax ñèëè f ó ìî-

ìåíò ÷àñó t = 0 (df/dt) 0 = 0) (ðèñ. 4.1). 
Îäíå ³ç íàéïðîñò³øèõ åìï³ðè÷íèõ ð³âíÿíü, ùî ïîòåíö³éíî 

ìîæå çàäîâîëüíÿòè çàçíà÷åí³ âèùå ê³íåòè÷í³ çàêîíîì³ðíîñò³, õà-
ðàêòåðí³ äëÿ êðèâî¿ ñêîðî÷åííÿ–ðîçñëàáëåííÿ ãëàäåíüêîãî ì’ÿçà 
(äèâ. ðèñ. 4.1), ìàº òàêèé âèãëÿä: 

,n ktf At e                               (4.1) 

äå A, n òà k – äåÿê³ ñòàë³. 
 

Ðèñ. 4.1. Òèïîâà ïîâíà ³çîìåòðè÷íà 
ìåõàíîê³íåòè÷íà êðèâà ïðîöåñó ñïîí-
òàííîãî ñêîðî÷åííÿ–ðîçñëàáëåííÿ 
ãëàäåíüêîãî ì’ÿçà àíòðàëüíîãî â³ää³-
ëó øëóíêà (antrum) (ÿê ïðèêëàä): f ³ 
t – ìèòòºâ³ çíà÷åííÿ ñèëè ³ ÷àñó íà 
ð³âí³ ñêîðîòëèâîãî öèêëó; FC ³ FR – 
çíà÷åííÿ ñèëè ó òî÷êàõ ïåðåãèíó 

((d 2f/dt 2) C, R = 0) íà ð³âí³ ôàç ñêî-
ðî÷åííÿ ³ ðîçñëàáëåííÿ ó ìîìåíòè 

÷àñó C òà R â³äïîâ³äíî; Fmax – ìàê-
ñèìàëüíå çíà÷åííÿ ñèëè f ó ìîìåíò 

÷àñó 0 ((df/dt) 0 = 0)  
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Ç³ ñï³ââ³äíîøåííÿ (4.1) áåçïîñåðåäíüî âèïëèâàº 

max max

0

,

n n
e ke

A F F
n

          
                    (4.2) 

äå 

0 ,
2

C R n

k

  
    ,C

n n

k


   ,R

n n

k


          (4.3) 

çâ³äêè 

0 ,C

n

k
   

 
0R

n

k
    ,      2R C

n

k
, 

0

2,R C

R

  


  
 
  


  

0

0

1.R

C                         

(4.4) 

Óò³ì âèíèêàº ïðèíöèïîâå ïèòàííÿ: ÷è ä³éñíî ñï³ââ³äíîøåí-
íÿ (4.1) ìîæå êîðåêòíî îïèñóâàòè ìåõàíîê³íåòèêó ïðîöåñó ñêî-
ðî÷åííÿ–ðîçñëàáëåííÿ ãëàäåíüêîãî ì’ÿçà íà ð³âí³ ïîâíîãî öèê-
ëó ñêîðîòëèâîãî ïðîöåñó? 

ßêùî fC – çíà÷åííÿ ñèëè íà ð³âí³ ôàçè ñêîðî÷åííÿ ó ìîìåíò 

÷àñó t < 0, à fR – çíà÷åííÿ ñèëè íà ð³âí³ ôàçè ðîçñëàáëåííÿ ó 

ìîìåíò ÷àñó t + t > 0 (t = const, ÿêó çàäàº åêñïåðèìåíòàòîð) 
(ðèñ. 4.2), òî â³äïîâ³äíî äî (4.1) ³ (4.2) ìîæåìî çàïèñàòè: 

ln ln 1 .R

C

f t
k t n

f t

            
  

              (4.5) 

Áà÷èìî, ùî åêñïåðèìåíòàëüí³ ìåõàíîê³íåòè÷í³ êðèâ³ ñêîðî-
÷åííÿ–ðîçñëàáëåííÿ ãëàäåíüêîãî ì’ÿçà (ðèñ. 4.3, à) äîáðå ë³íåà-
ðèçóþòüñÿ â³äïîâ³äíî äî ñï³ââ³äíîøåííÿ (4.5), ó êîîðäèíàòàõ 

 ln ; ln 1 /R

C

f
t t

f

  
   

  
 

(äëÿ óñ³õ âèïàäê³â ë³í³éíèõ ãðàô³ê³â: ì’ÿ-

ç³â ñë³ïî¿ êèøêè (caecum), àíòðàëüíîãî â³ää³ëó øëóíêà (antrum), 
ì³îìåòð³ÿ (uterus) ùóð³â âåëè÷èíà R2 ñòàíîâèòü 0,99) (ðèñ. 4.3, á). 
Îòæå, ìîæåìî ñòâåðäæóâàòè, ùî ñï³ââ³äíîøåííÿ (4.5) ³, â³äïî-
â³äíî, ð³âíÿííÿ (4.1) àáñîëþòíî òî÷íî îïèñóþòü ìåõàíîê³íåòèêó 
ñïîíòàííî¿ êîíòðàêòèëüíî¿ â³äïîâ³ä³ â³ñöåðàëüíèõ ãëàäåíüêèõ 
ì’ÿç³â íà ð³âí³ ïîâíîãî öèêëó ïðîöåñó ³çîìåòðè÷íîãî ñêîðî÷åí-
íÿ–ðîçñëàáëåííÿ. 

Â³äïîâ³äíî äî ë³íåàðèçîâàíîãî âèðàçó (4.5) êîíñòàíòà k (ðîç-

ì³ðí³ñòü – ÷àñ—1) îá÷èñëþþòü (ïðè çàäàíîìó çíà÷åíí³ t = const) çà 
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âåëè÷èíîþ â³äð³çêó, ùî â³äñ³êàºòüñÿ ïðè åêñòðàïîëÿö³¿ ë³í³éíîãî 
ãðàô³êà íà â³ñü îðäèíàò, à êîíñòàíòà n (íå ìàº ðîçì³ðíîñò³) – çà 
çíà÷åííÿì òàíãåíñà êóòà íàõèëó öüîãî ãðàô³êà. Ó íàøèõ äîñë³äàõ 
âèÿâèëîñÿ, ùî ó ðàç³ ñïîíòàííî¿ ³çîìåòðè÷íî¿ àêòèâíîñò³ â³ñöåðàëüíèõ 
ãëàäåíüêèõ ì’ÿç³â caecum, antrum òà uterus (äèâ. ðèñ. 4.3) çíà÷åííÿ n 
ñòàíîâëÿòü 15,15; 4,39 òà 2,29 â³äïîâ³äíî, k – 10,4; 0,61 òà 0,40 ñ—1 â³ä-
ïîâ³äíî (âò³ì âåëè÷èíè n òà k íàé³ìîâ³ðí³øå ìîæóòü çàëåæàòè â³ä 
â³êó òà ãîðìîíàëüíîãî ñòàòóñó òâàðèí, ô³çèêî-õ³ì³÷íèõ óìîâ ïðîâå-
äåííÿ åêñïåðèìåíòó (òåìïåðàòóðà ³ ñêëàä ñåðåäîâèùà) òîùî). 

Çà ðåçóëüòàòàìè, íàâåäåíèìè íà ðèñ. 4.3, á, ìîæíà ñòâåðäæó-
âàòè, ùî ñï³ââ³äíîøåííÿ (4.1) ä³éñíî êîðåêòíî îïèñóº ïîâíó ìå-
õàíîê³íåòè÷íó êðèâó ó âèïàäêó ïðîöåñó ñïîíòàííîãî ñêîðî÷åí-
íÿ–ðîçñëàáëåííÿ â³ñöåðàëüíîãî ãëàäåíüêîãî ì’ÿçà ó ðåàëüíèõ 
ô³ç³îëîã³÷íèõ åêñïåðèìåíòàõ (äèâ. ðèñ. 4.3, à). Â³äïîâ³äíî äî 
ñï³ââ³äíîøåíü (4.1) ³ (4.2), çàïèøåìî âèðàç äëÿ ìèòòºâîãî çíà-
÷åííÿ ñèëè f ó âèïàäêó ìåõàíîê³íåòè÷íî¿ êðèâî¿ â ³çîìåòðè÷íîìó 
ðåæèì³: 

max .

n

n ktkt
f F e

n

   
 

                      (4.6) 

 

Ðèñ. 4.2. Ê³ëüê³ñíèé àíàë³ç òèïîâî¿ ìåõàíîê³íåòè÷íî¿ êðèâî¿ ïðîöåñó ñïîí-
òàííîãî ñêîðî÷åííÿ–ðîçñëàáëåííÿ ãëàäåíüêîãî ì’ÿçà uterus (ÿê ïðèêëàä) ç 
ìåòîþ âèêîðèñòàííÿ ë³íåàðèçîâàíîãî ð³âíÿííÿ (4.5) äëÿ âèçíà÷åííÿ ïàðà-
ìåòð³â n ³ k: fÑ1, fÑ2 òà ³í. – çíà÷åííÿ ñèëè f íà ð³âí³ ôàçè ñêîðî÷åííÿ (t < 

< 0); fR1, fR2 òà ³í. – çíà÷åííÿ ñèëè f íà ð³âí³ ôàçè ðîçñëàáëåííÿ (t > 0); t = 

= 17 ñ – ñòàëèé ô³êñîâàíèé ³íòåðâàë ÷àñó, çàäàíèé åêñïåðèìåíòàòîðîì; 0 – 
çíà÷åííÿ ÷àñó, çà ÿêîãî ñïîñòåð³ãàºòüñÿ ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ ñèëè Fmax 
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Òàêèì ÷èíîì, ð³âíÿííÿ (4.6) ìîæíà ââàæàòè áàçîâèì ìåõà-
íîê³íåòè÷íèì åìï³ðè÷íèì ð³âíÿííÿì, ÿêå îïèñóº êóïîëîïîä³áíó 
äèíàì³êó ñïîíòàííîãî ñêîðî÷åííÿ–ðîçñëàáëåííÿ â³ñöåðàëüíèõ 
ãëàäåíüêèõ ì’ÿç³â çà ³çîìåòðè÷íèõ óìîâ. Ïî ñóò³, âîíî º ³íòåãðàëü-
íèì ð³âíÿííÿì, îñê³ëüêè òëóìà÷èòü äèíàì³êó ñêîðîòëèâî¿ â³äïîâ³ä³ 
ì’ÿçà ³ç çàëó÷åííÿì ïåðâèííèõ åêñïåðèìåíòàëüíèõ çì³ííèõ f, t. 

Ç âèðàç³â (4.3) ³ (4.4) îòðèìàºìî ñï³ââ³äíîøåííÿ äëÿ åìï³ðè÷-
íèõ êîíñòàíò n ³ k, ùî âõîäÿòü ó áàçîâå ³íòåãðàëüíå ìåõàíîê³íå-
òè÷íå ð³âíÿííÿ (4.6): 

2 2

0 0

0 0

,
R C

n
    

            
                   (4.7) 

   
0 0

2 2

0 0R C

k
 

 
     

.                    (4.8) 

Ç âèðàç³â (4.7) ³ (4.8) áà÷èìî, ùî çíà÷åííÿ êîíñòàíò n òà k, 
ÿê³ âõîäÿòü äî áàçîâîãî ³íòåãðàëüíîãî ìåõàíîê³íåòè÷íîãî ð³â-
íÿííÿ (4.6) ³ ÿê³ îá÷èñëþþòü ç âèêîðèñòàííÿì ë³íåàðèçîâàíèõ, 
â³äïîâ³äíî äî ð³âíÿííÿ (4.5), ãðàô³ê³â, âèçíà÷àþòüñÿ âèêëþ÷íî 
õàðàêòåðèñòè÷íèìè ÷àñîâèìè ïàðàìåòðàìè ïîâíî¿ ìåõàíîê³íå-

òè÷íî¿ êðèâî¿ (äèâ. ðèñ. 4.1) – C, R ³ 0. Ðåçóëüòàòè äîñë³ä³â 
(ðèñ. 4.3–4.7) âêàçóþòü íà òå, ùî òèïîâ³ çíà÷åííÿ n äîñèòü êîí-

 

Ðèñ. 4.3. Ìåõàíîê³íåòè÷íèé àíàë³ç ñïîíòàííî¿ ³çîìåòðè÷íî¿ ñêîðîòëèâî¿ 
â³äïîâ³ä³ â³ñöåðàëüíèõ ãëàäåíüêèõ ì’ÿç³â: à – ïåðâèíí³ åêñïåðèìåíòàëüí³ 
ìåõàíîê³íåòè÷í³ êðèâ³; á – ë³íåàðèçîâàí³ ìåõàíîê³íåòè÷í³ ãðàô³êè ó âèïàä-
êó âèêîðèñòàííÿ ñï³ââ³äíîøåííÿ (4.5); 1 – ñë³ïà êèøêà (caecum); 2 – àí-
òðàëüíèé â³ää³ë øëóíêà (antrum); 3 – ì³îìåòð³é (uterus) ùóð³â; ó âèïàäêàõ 1, 
2 òà 3 çíà÷åííÿ n òà k ñòàíîâëÿòü 15,15; 4,39; 2,29 òà 10,4, 0,61, 0,40 ñ—1 â³ä-
ïîâ³äíî; äëÿ óñ³õ ë³í³éíèõ ãðàô³ê³â R2 = 0,99 
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ñåðâàòèâí³: ó âèïàäêó ñïîíòàííèõ ñêîðî÷åíü â³ñöåðàëüíèõ ãëàäå-
íüêèõ ì’ÿç³â ö³ çíà÷åííÿ ñòàíîâëÿòü ïåðåâàæíî 1,5–4,5, õî÷à 
³íîä³ âåëè÷èíà n ìîæå áóòè çíà÷íî á³ëüøîþ – íàïðèêëàä 15,15 
ó âèïàäêó ì’ÿçà caecum (äèâ. ðèñ. 4.3). Çíà÷åííÿ êîíñòàíòè k òà-
êîæ êîíñåðâàòèâí³, áî çì³íþþòüñÿ â³ä 0,3 äî 0,67 ñ—1, îäíàê äëÿ 
ì’ÿçà ñë³ïî¿ êèøêè (caecum) öÿ âåëè÷èíà ñòàíîâèòü 10,4 ñ—1 (äèâ. 
ðèñ. 4.3). 

§ 2. Характеристичне інтегральне  
механокінетичне рівняння. 

Перша закономірність спонтанного ізометричного 
скорочення–розслаблення вісцерального  

гладенького м’яза 

Ìèòòºâà øâèäê³ñòü çì³íè ìåõàí³÷íîãî íàïðóæåííÿ ãëàäåíü-

êîãî ì’ÿçà ( / )v df dt  ó âèïàäêó ïðîöåñó ñïîíòàííîãî ñêîðî÷åí-

íÿ–ðîçñëàáëåííÿ, â³äïîâ³äíî äî âèðàçó (4.6), äîð³âíþº (v > 0 

ïðè t < 0; v < 0 ïðè t > 0): 

 max .

n

n ktkt n
v F e k

n t

       
   

                  (4.9) 

Çâ³äñè ç óðàõóâàííÿì âèðàçó (4.6) ìàºìî 

 .
n kt

v f
t


                            (4.10) 

Óí³âåðñàëüí³ñòü öüîãî õàðàêòåðèñòè÷íîãî ð³âíÿííÿ ïîëÿãàº ó 
òîìó, ùî âîíî äàº ìîæëèâ³ñòü çà ³çîìåòðè÷íîãî ðåæèìó îá÷èñ-
ëèòè çíà÷åííÿ ìèòòºâî¿ øâèäêîñò³ çì³íè ìåõàí³÷íîãî íàïðóæåí-
íÿ â³ñöåðàëüíîãî ãëàäåíüêîãî ì’ÿçà (ó áóäü-ÿêèé ìîìåíò ÷àñó t) ó 
âèïàäêó ïîâíî¿ ìåõàíîê³íåòè÷íî¿ êðèâî¿ çà âèì³ðþâàíèì çíà-
÷åííÿì ñèëè f òà ïåâíèõ âåëè÷èí êîíñòàíò n ³ k (âèçíà÷àþòüñÿ ç 
ë³íåàðèçîâàíèõ ãðàô³ê³â) (äèâ. ðèñ. 4.3, â). Ïî ñóò³, ð³âíÿííÿ 
(4.10) â³äîáðàæàº äèôåðåíö³àëüíó ôîðìó áàçîâîãî ³íòåãðàëüíîãî 
ìåõàíîê³íåòè÷íîãî ð³âíÿííÿ (4.6), áî òëóìà÷èòü äèíàì³êó ñêîðîò-
ëèâî¿ â³äïîâ³ä³ ì’ÿçà ³ç çàëó÷åííÿì çì³ííèõ v = df/dt, f, t. Ä³éñíî, 
³íòåãðóâàííÿ ð³âíÿííÿ (4.10) âåäå äî áàçîâîãî ³íòåãðàëüíîãî ð³â-
íÿííÿ (4.6). 

Ç ð³âíÿííÿ (4.10), ÿêå º ãîëîâíèì óçàãàëüíþâàëüíèì ð³âíÿí-
íÿì ñêîðî÷åííÿ–ðîçñëàáëåííÿ â³ñöåðàëüíîãî ãëàäåíüêîãî ì’ÿçà 
çà ³çîìåòðè÷íèõ óìîâ, âèïëèâàº, ùî 



§ 3. Сили та максимальні швидкості скорочення–розслаблення у точках перегину … 
 

 

 119

.
v n

k
f t
                                    (4.11) 

Çâ³äñè ìàºìî ïåðøó åìï³ðè÷íó çàêîíîì³ðí³ñòü ñïîíòàííîãî 
ñêîðî÷åííÿ–ðîçñëàáëåííÿ â³ñöåðàëüíîãî ãëàäåíüêîãî ì’ÿçà ó 
ðàç³ ³çîìåòðè÷íîãî ðåæèìó: äëÿ ïîâíî¿ ìåõàíîê³íåòè÷íî¿ êðèâî¿ 
ó áóäü-ÿêèé ìîìåíò ÷àñó t ñï³ââ³äíîøåííÿ ìèòòºâî¿ øâèäêîñò³ v 
çì³íè ñèëè äî ìèòòºâîãî çíà÷åííÿ ñèëè f çì³íþºòüñÿ îáåðíåíî 
ïðîïîðö³éíî ÷àñó ñêîðîòëèâîãî ïðîöåñó. 

§ 3. Сили та максимальні швидкості скорочення–
розслаблення у точках перегину механокінетичної 
кривої. Друга і третя закономірності спонтанного 

ізометричного скорочення–розслаблення  
вісцерального гладенького м’яза 

Â³äïîâ³äíî äî ð³âíÿíü (4.4) ³ (4.6), äëÿ ñèëè f = FC ó òî÷ö³ ïå-

ðåãèíó (t = C) íà ð³âí³ ôàçè ñêîðî÷åííÿ ìåõàíîê³íåòè÷íî¿ êðèâî¿ 
ìàºìî 

max .

n

n
C

n n
F F e

n

 
   

 
                      (4.12) 

Äëÿ øâèäêîñò³ ñêîðî÷åííÿ V = VC ó ö³é òî÷ö³, çã³äíî ç³ ñï³â-
â³äíîøåííÿìè (4.4) ³ (4.9), ìàºìî 

1

max .

n
n

C

n n e
V kF

n n


 

   
 

                 (4.13) 

Îòæå, îòðèìóºìî, çã³äíî ç (4.12) òà (4.13), òàêèé çâ’ÿçîê ì³æ 
VC ³ FC: 

0.
1

C C

k
V F

n
 


                      (4.14) 

Àíàëîã³÷íî, â³äïîâ³äíî äî ð³âíÿíü (4.4) ³ (4.8), äëÿ ñèëè f = FR 

ó òî÷ö³ ïåðåãèíó (t = R) íà ð³âí³ ôàçè ðîçñëàáëåííÿ ìåõàíîê³íå-
òè÷íî¿ êðèâî¿ ìàºìî 

max

n

n
R

n n
F F e

n

 
   

 
,                    (4.15) 

äëÿ øâèäêîñò³ ðîçñëàáëåííÿ VR ó ö³é òî÷ö³, çã³äíî ç (4.4) ³ (4.9): 
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1

max .

n
n

R

n n e
V kF

n n

  
    

 
              (4.16) 

Òàêèì ÷èíîì, çà (4.15) òà (4.16) îòðèìóºìî òàêèé çâ’ÿçîê ì³æ 
VR ³ FR: 

0.
1

R R

k
V F

n
  


                     (4.17) 

Çà ñï³ââ³äíîøåííÿìè (4.14) ³ (4.17), çíà÷åííÿ ìàêñèìàëüíèõ 
øâèäêîñòåé çì³íè ì’ÿçîâîãî íàïðóæåííÿ VÑ òà VR ó òî÷êàõ ïåðå-

ãèíó ïîâíî¿ ìåõàíîê³íåòè÷íî¿ êðèâî¿ (ïðè çíà÷åííÿõ ÷àñó C ³ R 
â³äïîâ³äíî) ïðÿìî ïðîïîðö³éí³ â³äïîâ³äíèì çíà÷åííÿì ñèë FC ³ 
FR ó öèõ òî÷êàõ. Öå äðóãà åìï³ðè÷íà çàêîíîì³ðí³ñòü ñïîíòàííîãî 
³çîìåòðè÷íîãî ñêîðî÷åííÿ–ðîçñëàáëåííÿ â³ñöåðàëüíîãî ãëàäå-
íüêîãî ì’ÿçà. 

Ç ð³âíÿíü (4.4), (4.14), (4.17) ìàºìî 

.C C C

R R R

F V

F V





                            (4.18) 

Î÷åâèäíî, ùî çàâæäè R > C (äèâ. ðèñ. 4.1), òîáòî C
 /R < 1. 

Â³äïîâ³äíî äî (4.18), òðåòþ åìï³ðè÷íó çàêîíîì³ðí³ñòü ñïîíòàííî-
ãî ³çîìåòðè÷íîãî ñêîðî÷åííÿ–ðîçñëàáëåííÿ â³ñöåðàëüíîãî ãëà-

äåíüêîãî ì’ÿçà ìîæíà ñôîðìóëþâàòè òàê: ó òî÷êàõ ïåðåãèíó C ³ R 
ìåõàíîê³íåòè÷íî¿ êðèâî¿ â³äíîøåííÿ ñèëè FÑ íà ð³âí³ ôàçè ñêî-
ðî÷åííÿ äî ñèëè FR íà ð³âí³ ôàçè ðîçñëàáëåííÿ çàâæäè ìåíøå, 
í³æ â³äíîøåííÿ ìàêñèìàëüíî¿ øâèäêîñò³ çì³íè ìåõàí³÷íîãî íà-
ïðóæåííÿ VÑ íà ð³âí³ ôàçè ñêîðî÷åííÿ äî ìàêñèìàëüíî¿ øâèäêîñ-
ò³ çì³íè ìåõàí³÷íîãî íàïðóæåííÿ VR íà ð³âí³ ôàçè ðîçñëàáëåííÿ. 

Êîðèñíèìè òàêîæ ìîæóòü áóòè â³äíîñí³ ïàðàìåòðè, ùî õàðàê-

òåðèçóþòü ó òî÷êàõ ïåðåãèíó ïîâíî¿ ìåõàíîê³íåòè÷íî¿ êðèâî¿ C ³ 

R ñï³ââ³äíîøåííÿ ñèë F òà ìàêñèìàëüíèõ øâèäêîñòåé V â³äïî-
â³äíî: FC

 /FR ³ VC
 /VR. Ç âèðàç³â (4.12) òà (4.15) ìàºìî 

2 ,

n

nC

R

F n n
e

F n n

 
  

 
                     (4.19) 

ç³ ñï³ââ³äíîøåíü (4.13) ³ (4.16) ìàºìî 

1

2 .

n

nC

R

V n n
e

V n n


 

   
 

                    (4.20) 
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Áà÷èìî, ùî ñï³ââ³äíîøåííÿ FC /FR ³ VC /VR çàëåæàòü âèêëþ÷-
íî â³ä çíà÷åííÿ åìï³ðè÷íî¿ êîíñòàíòè n. 

Ó ÷îìó æ ïîëÿãàº çíà÷óù³ñòü âñòàíîâëåíèõ ïåðøî¿ (4.11), 
äðóãî¿ (4.14), (4.17) òà òðåòüî¿ (4.18) óí³âåðñàëüíèõ åìï³ðè÷íèõ 
ìåõàíîê³íåòè÷íèõ çàêîíîì³ðíîñòåé ñêîðî÷åííÿ–ðîçñëàáëåííÿ 
â³ñöåðàëüíîãî ãëàäåíüêîãî ì’ÿçà? Ïî ñóò³, ö³ çàêîíîì³ðíîñò³ º 
êðèòåð³ÿìè êîðåêòíîñò³ âèçíà÷åííÿ åêñïåðèìåíòàòîðîì ê³ëüê³ñ-
íèõ ìåõàíîê³íåòè÷íèõ õàðàêòåðèñòèê. Áåçïåðå÷íî, çà êîðåêòíîãî 

âèçíà÷åííÿ òàêèõ ïàðàìåòð³â, ÿê f, v, n, k, FC, FR, C, R, VC, VR, ¿õ 
êîìá³íàö³ÿ îäíîçíà÷íî ìàº çàäîâîëüíÿòè ð³âíÿííÿì (4.11), 
(4.14), (4.17) ³ (4.18) (äèâ. íèæ÷å). 

§ 4. Імпульс сили у випадку спонтанного  
ізометричного скорочення–розслаблення  

вісцерального гладенького м’яза 

Äëÿ ³ìïóëüñó ñèëè ( )I f t   ó âèïàäêó ïîâíî¿ ìåõàíîê³íå-

òè÷íî¿ êðèâî¿ äëÿ ì’ÿçîâîãî ïðåïàðàòó ìàºìî ç óðàõóâàííÿì 
ñï³ââ³äíîøåííÿ (4.6): 

max .

n

n ktkt
I F e t

n

   
 

                         (4.21) 

Çã³äíî ³ç çàëåæíîñòÿìè (4.4) íà ð³âí³ ôàç ñêîðî÷åííÿ òà ðîç-
ñëàáëåííÿ â³ñöåðàëüíîãî ãëàäåíüêîãî ì’ÿçà äëÿ çíà÷åíü ³ìïóëüñ³â 

ñèëè IC òà IR ó òî÷êàõ ïåðåãèíó ç àáñöèñîþ C ³ R ìîæíà çàïèñà-
òè â³äïîâ³äíî: 

1

max

n

n
C

n n n
I F e

n k


 

   
 

,               (4.22) 

1

max

n

n
R

n n n
I F e

n k



 
   

 
.               (4.23) 

Çà (4.4), (4.22), (4.23), äëÿ â³äíîøåííÿ ³ìïóëüñ³â ñèëè IC /IR 
îòðèìàºìî âèðàç 

1

2 ,

n

nC

R

I n n
e

I n n
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òîáòî 

 

1

2 .

n

nC C

R R

I
e

I


 

   
                           (4.24) 

Ó òî÷ö³ åêñòðåìóìó (f = Fmax, t = 0) äëÿ ³ìïóëüñó ñèëè I0, 
çã³äíî ç âèðàçîì (4.3), ìàºìî 

0 max 0 max .
n

I F F
k

                           (4.25) 

Ïî ñóò³, ³ìïóëüñè ñèëè IC, IR òà I0, ùî îá÷èñëþþòü ð³âíÿí-
íÿìè (4.22), (4.23) ³ (4.25), º êîìïëåêñíèìè äèíàì³÷íèìè õàðàê-
òåðèñòè÷íèìè ïàðàìåòðàìè öèêëó ³çîìåòðè÷íîãî ñêîðî÷åííÿ–
ðîçñëàáëåííÿ ì’ÿçà. 

§ 5. Приклади використання багатопараметричної 
моделі опису повної механокінетичної кривої  

циклу скорочення–розслаблення для вивчення дії 
фізико-хімічних чинників, фізіологічно активних  

і фармакологічних сполук на скоротливу  
активність гладенького м’яза 

Çàñòîñóºìî íàâåäåíó âèùå áàãàòîïàðàìåòðè÷íó ê³ëüê³ñíó 
êîíöåïö³þ äî ïîâíîãî îïèñó òèïîâî¿ ìåõàíîê³íåòè÷íî¿ êðèâî¿ 
â³ñöåðàëüíîãî ãëàäåíüêîãî ì’ÿçà (íà ïðèêëàä³ ãëàäåíüêîãî ì’ÿçà 
ìàòêè (uterus) – ì³îìåòð³ÿ) (ðèñ. 4.4). 

Ó âèïàäêó òèïîâîãî åêñïåðèìåíòó, ðåçóëüòàò ÿêîãî íàâåäåíî 
íà ðèñ. 4.4, à (Fmax = 5,17 ìÍ), òà çà ð³âíÿííÿì (4.9) ìîæåìî îá-

÷èñëèòè äèíàì³÷íó çàëåæí³ñòü ìèòòºâî¿ øâèäêîñò³ ( / ),v df dt  

ñêîðî÷åííÿ–ðîçñëàáëåííÿ ãëàäåíüêîãî ì’ÿçà (n = 2,54; k = 
= 0,38 ñ—1, ë³íåàðèçîâàíèé ãðàô³ê íà ðèñ. 4.4, á). Äëÿ öüîãî êîí-
êðåòíîãî ïðèêëàäó, â³äïîâ³äíî äî ð³âíÿíü (4.3), (4.4), (4.12), 
(4.13), (4.15), (4.16), (4.22), (4.23) ³ (4.25), äëÿ ââåäåíèõ âèùå óí³-
âåðñàëüíèõ ìåõàíîê³íåòè÷íèõ ïàðàìåòð³â ìàºìî òàê³ ïàðàìåòðè: 

×àñîâ³ (ñ): 

0 = 6,68; Ñ = 2,49; R = 10,88; 0 — Ñ = 4,84;  R — 0 = 4,84; R — Ñ = 
= 9,68. 

Ñèëîâ³ (íÌ): 
FC = 2,07; FR = 3,62. 
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Øâèäê³ñí³ (ìÍ/ñ): 

VC = 1,33; VR = 0,53. 

²ìïóëüñí³ (ìÍ  ñ): 
IC = 5,16; IR = 39,4; I0 = 34,6. 

Ëåãêî ïåðåâ³ðèòè, ùî ìåõàíîê³íåòè÷í³ ïàðàìåòðè n, k, R, Ñ, 

FC, FR, VC, VR, îá÷èñëåí³ çà âèùåíàâåäåíîþ ìåòîäîëîã³þ â³äïî-

â³äíî äî ð³âíÿíü (4.3), (4.4), (4.12), (4.13), (4.15), (4.16), (4.22), 

(4.23) ³ (4.25), äóæå íàä³éíî çàäîâîëüíÿþòü ñôîðìóëüîâàí³ âèùå 

äðóãó ³ òðåòþ åìï³ðè÷í³ çàêîíîì³ðíîñò³ ³çîìåòðè÷íîãî ñêîðî÷åí-

íÿ–ðîçñëàáëåííÿ ãëàäåíüêîãî ì’ÿçà (ð³âíÿííÿ (4.14), (4.17), 

(4.18)). Â³äïîâ³äíî, ÿê çàçíà÷åíî âèùå, äðóãó ³ òðåòþ åìï³ðè÷í³ 

çàêîíîì³ðíîñò³ ³çîìåòðè÷íîãî ñêîðî÷åííÿ–ðîçñëàáëåííÿ ãëàäåíü-

êîãî ì’ÿçà ìîæíà óñï³øíî âèêîðèñòîâóâàòè ÿê òî÷í³ ê³ëüê³ñí³ 

êðèòåð³¿ êîðåêòíîñò³ âèçíà÷åíèõ åêñïåðèìåíòàòîðîì ìåõàíîê³íå-

òè÷íèõ ïàðàìåòð³â (n, k, R, Ñ, FC, FR, VC, VR). 
ßêùî æ ³çîìåòðè÷íà ìåõàíîê³íåòè÷íà êðèâà ñïîíòàííîãî 

ñêîðî÷åííÿ–ðîçñëàáëåííÿ â³ñöåðàëüíîãî ãëàäåíüêîãî ì’ÿçà çì³-
íþºòüñÿ ï³ä ä³ºþ áóäü-ÿêèõ ÷èííèê³â (ô³çèêî-õ³ì³÷íèõ ÷èííèê³â, 
ô³ç³îëîã³÷íî àêòèâíèõ ÷è ôàðìàêîëîã³÷íèõ ñïîëóê), òî ó íàéòðè-
â³àëüí³øîìó íàáëèæåíí³ öþ çì³íó ìîæíà õàðàêòåðèçóâàòè çà â³ä-

 

Ðèñ. 4.4. Ìåõàíîê³íåòè÷íèé àíàë³ç ñïîíòàííî¿ ³çîìåòðè÷íî¿ ñêîðîòëèâî¿ 
â³äïîâ³ä³ ãëàäåíüêîãî ì’ÿçà ìàòêè (uterus): à – ïåðâèííà ìåõàíîê³íåòè÷íà 
êðèâà (ñâ³òëîþ êðèâîþ ïîçíà÷åíî ÷àñîâó çàëåæí³ñòü ìèòòºâî¿ øâèäêîñò³ v 
ñêîðî÷åííÿ–ðîçñëàáëåííÿ ì’ÿçà, îá÷èñëåíó çà ð³âíÿííÿì (4.9)); á – ë³íå-
àðèçîâàíèé (â³äïîâ³äíî äî âèðàçó (4.7)) ìåõàíîê³íåòè÷íèé ãðàô³ê. Çíà÷åííÿ 

t (çàäàº åêñïåðèìåíòàòîð), n ³ k ñòàíîâëÿòü 9 ñ; 2,54 ³ 0,38 ñ—1 â³äïîâ³äíî. 
Äëÿ ë³í³éíîãî ãðàô³êà R2 = 0,99 
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íîñíèìè õàðàêòåðèñòèêàìè max max/F F   òà 0

0

n k

n k




  
 çà (4.3), äå 

íåøòðèõîâ³ òà øòðèõîâ³ çíà÷åííÿ â³äïîâ³äàþòü àìïë³òóä³ ñêîðî-

÷åííÿ (Fmax) òà ÷àñó ¿¿ äîñÿãíåííÿ (0), êîëè ö³ ïàðàìåòðè ðåºñò-
ðóþòü ó ðàç³ â³äñóòíîñò³ òà çà ä³¿ ÷èííèêà, â³äïîâ³äíî, âïëèâ ÿêîãî 
äîñë³äæóºòüñÿ. Âò³ì âèêîðèñòàííÿ ðîçãëÿíóòîãî âèùå ìåòîäó áà-
ãàòîïàðàìåòðè÷íîãî ìåõàíîê³íåòè÷íîãî àíàë³çó äàº çìîãó çíà÷íî 
´ðóíòîâí³øå ³ øèðøå îõàðàêòåðèçóâàòè ä³þ ð³çíèõ ÷èííèê³â íà 
öèêë ñêîðî÷åííÿ–ðîçñëàáëåííÿ ì’ÿçà. Îòæå, ó öüîìó ñåíñ³ âàæ-
ëèâèìè º íàâåäåí³ íèæ÷å â³äíîñí³ ïàðàìåòðè (øòðèõîâ³ ñèìâîëè 
â³äîáðàæàþòü çíà÷åííÿ ìåõàíîê³íåòè÷íèõ ïàðàìåòð³â çà ä³¿ áóäü-
ÿêèõ ÷èííèê³â, íåøòðèõîâ³ – êîíòðîëüí³ çíà÷åííÿ ïàðàìåòð³â): 

×àñîâ³ â³äíîñí³ ïàðàìåòðè (â³äïîâ³äíî äî ñï³ââ³äíîøåíü (4.3) ³ 
(4.4)) çà ä³¿ ÷èííèêà â³äíîñíî êîíòðîëüíîãî äîñë³äó õàðàêòåðè-
çóþòü: 

0

0

n k

n k




  
                              (4.26) 

– çì³íó ÷àñó äîñÿãíåííÿ ìàêñèìàëüíî¿ ñèëè Fmax (çà t = 0); 

 
 

C

C

n n k

n n k




   
                       (4.27) 

– çì³íó ÷àñó äîñÿãíåííÿ ìàêñèìàëüíî¿ øâèäêîñò³ VC íà ð³âí³ 

ôàçè ñêîðî÷åííÿ C; 

 
 

R

R

n n k

n n k




   
                      (4.28) 

– çì³íó ÷àñó äîñÿãíåííÿ ìàêñèìàëüíî¿ øâèäêîñò³ VR íà ð³âí³ 

ôàçè ðîçñëàáëåííÿ R; 

R C

R C

k n

k n

  


     
                       (4.29) 

– çì³íó ÷àñîâî¿ â³äñòàí³ ì³æ òî÷êîþ äîñÿãíåííÿ ìàêñèìàëü-
íî¿ øâèäêîñò³ ðîçñëàáëåííÿ VR ³ òî÷êîþ äîñÿãíåííÿ ìàêñèìàëü-
íî¿ øâèäêîñò³ ñêîðî÷åííÿ VÑ. 

Ñèëîâ³ â³äíîñí³ ïàðàìåòðè (â³äïîâ³äíî äî ñï³ââ³äíîøåíü (4.12) 
³ (4.15)) çà ä³¿ ÷èííèêà â³äíîñíî êîíòðîëüíîãî äîñë³äó õàðàêòåðè-
çóþòü: 
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max

max

F

F 
                                   (4.30) 

– çì³íó ìàêñèìàëüíî¿ ñèëè Fmax (çà t = 0); 

 
 

max

max

/

/

n

n nC

n
C

n n nF F
e

F F n n n




  
      

           (4.31) 

– çì³íó ñèëè ñêîðî÷åííÿ ó òî÷ö³ ïåðåãèíó Ñ; 

 
 

max

max

/

/

n

n nR

n
R

n n nF F
e

F F n n n

 


  
      

            (4.32) 

– çì³íó ñèëè ðîçñëàáëåííÿ ó òî÷ö³ ïåðåãèíó R; 

   
   

 2
/

/

/

n

n nC C

n
R R

n n n nF F
e

F F n n n n





                     

       (4.33) 

– ó òî÷êàõ ïåðåãèíó Ñ ³ R ìåõàíîê³íåòè÷íî¿ êðèâî¿ çì³íó 
ñèëè FÑ â³äíîñíî ñèëè FR. 

Øâèäê³ñí³ â³äíîñí³ ïàðàìåòðè (â³äïîâ³äíî äî ñï³ââ³äíîøåíü 
(4.13), (4.16), (4.20)) çà ä³¿ ÷èííèêà â³äíîñíî êîíòðîëüíîãî äîñë³-
äó õàðàêòåðèçóþòü: 

 
 

1

max

1
max

/

/

n

n nC

n
C

n n nV kF n
e

V k F nn n n




 

   
       

    (4.34) 

– çì³íó ìàêñèìàëüíî¿ øâèäêîñò³ ñêîðî÷åííÿ VÑ ó òî÷ö³ ïå-

ðåãèíó Ñ; 

 
 

1

max

1
max

/

/

n

n nR

n
R

n n nV kF n
e

V k F nn n n



 
 

   
       

        (4.35) 

– çì³íó ìàêñèìàëüíî¿ øâèäêîñò³ ðîçñëàáëåííÿ VR ó òî÷ö³ ïå-

ðåãèíó R; 
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1

2

1

/
/

/

n

n nC C

n
R R

n n n nV V
e

V V n n n n







                     

     (4.36) 

– ó òî÷êàõ ïåðåãèíó ìåõàíîê³íåòè÷íî¿ êðèâî¿ Ñ ³ R çì³íó 
ìàêñèìàëüíî¿ øâèäêîñò³ ñêîðî÷åííÿ VÑ â³äíîñíî ìàêñèìàëüíî¿ 
øâèäêîñò³ ðîçñëàáëåííÿ VR. 

²ìïóëüñí³ â³äíîñí³ ïàðàìåòðè (â³äïîâ³äíî äî ñï³ââ³äíîøåíü 
(4.22), (4.23), (4.25)) çà ä³¿ ÷èííèêà â³äíîñíî êîíòðîëüíîãî äîñë³-
äó õàðàêòåðèçóþòü: 

 
 

1

max

1
max

/

/

n

n nC

n
C

n n nI k F n
e

I kF nn n n




 




    
      (4.37) 

– çì³íó ³ìïóëüñó ñèëè ²Ñ ó òî÷ö³ ïåðåãèíó íà ð³âí³ ôàçè ñêî-

ðî÷åííÿ Ñ; 

 
 

1

max

1
max

/

/

n

n nR

n
R

n n nI k F n
e

I kF nn n n



 
 




    
      (4.38) 

– çì³íó ³ìïóëüñó ñèëè ²R ó òî÷ö³ ïåðåãèíó íà ð³âí³ ôàçè ðîç-

ñëàáëåííÿ R; 

0

0

max

max

/

/

I F n k

I F n k






   

                         (4.39) 

– çì³íó ³ìïóëüñó ñèëè 
0

I  ó òî÷ö³ äîñÿãíåííÿ çíà÷åííÿ ìàê-

ñèìàëüíî¿ ñèëè Fmax (çà t = 0). 
Â³äïîâ³äíî äî ð³âíÿíü (4.26)–(4.29) ³ (4.31)–(4.39) ìîæíà 

ñòâåðäæóâàòè, ùî: 

– ÷àñîâ³ â³äíîñí³ ïàðàìåòðè 


0

0

, C

C




, R

R




 òà 
  
   
R C

R C

 (ñï³ââ³ä-

íîøåííÿ (4.26)–(4.29)) çàëåæàòü âèêëþ÷íî â³ä çíà÷åíü êîíñòàíò 

n, n ³ k, k; 

– ñèëîâ³ â³äíîñí³ ïàðàìåòðè C

C

F

F   òà R

R

F

F  , çã³äíî ç ð³âíÿííÿ-

ìè (4.31) ³ (4.32), â³äïîâ³äíî, çàëåæàòü ÿê â³ä çíà÷åíü êîíñòàíò n 

òà n, òàê ³ â³ä ñï³ââ³äíîøåííÿ àìïë³òóäíèõ âåëè÷èí ñèë max

max

F

F 
; 
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– êîìïëåêñí³ ñèëîâèé /C C

R R

F F

F F

   
      

 òà øâèäê³ñíèé /C

R

V

V

 
 
 

 

/ C

R

V

V

 
  

 â³äíîñí³ ïàðàìåòðè, â³äïîâ³äíî äî ð³âíÿíü (4.33) ³ (4.36), 

âèçíà÷àþòüñÿ âèêëþ÷íî çíà÷åííÿìè êîíñòàíò n òà n; 

– øâèäê³ñí³ â³äíîñí³ ïàðàìåòðè C

C

V

V 
 òà R

R

V

V 
, çã³äíî ç ð³âíÿí-

íÿìè (4.34) ³ (4.35), à òàêîæ óñ³ ³ìïóëüñí³ â³äíîñí³ ïàðàìåòðè 

,C

C

I

I 
 R

R

I

I 
 òà 0

0

I

I




 çà ð³âíÿííÿìè (4.37)–(4.39), âèçíà÷àþòüñÿ çíà-

÷åííÿìè êîíñòàíò n, n, k, k, à òàêîæ ñï³ââ³äíîøåííÿì àìïë³-

òóäíèõ çíà÷åíü ñèëè max

max

F

F 
. 

Îïèñàíèé âèùå åìï³ðè÷íèé áàãàòîïàðàìåòðè÷íèé ï³äõ³ä äî 
âèâ÷åííÿ ä³¿ ô³çèêî-õ³ì³÷íèõ ÷èííèê³â, ô³ç³îëîã³÷íî àêòèâíèõ ³ 
ôàðìàêîëîã³÷íèõ ñïîëóê íà ìåõàíîê³íåòèêó ñïîíòàííî¿ ñêîðîò-
ëèâî¿ â³äïîâ³ä³ â³ñöåðàëüíîãî ãëàäåíüêîãî ì’ÿçà (íà ïðèêëàä³ ìàò-
êè ùóð³â) àïðîáóâàâ ïðîôåñîð Î.Â. Öèìáàëþê â åêñïåðèìåíòàõ.  
Â³í âèçíà÷èâ 14 ïàðàìåòð³â, ÿê³ êîìïëåêñíî õàðàêòåðèçóþòü äè-
íàì³êó ïðîöåñó ñêîðî÷åííÿ–ðîçñëàáëåííÿ (òàáë. 4.1). 

 
Ò à á ë è ö ÿ  4.1. Åìï³ðè÷íà áàãàòîïàðàìåòðè÷íà õàðàêòåðèñòèêà ä³¿ ð³çíî-
ìàí³òíèõ ÷èííèê³â íà ìåõàíîê³íåòèêó ñïîíòàííîãî ñêîðî÷åííÿ–ðîçñëàáëåííÿ 
ïîçäîâæí³õ ãëàäåíüêèõ ì’ÿç³â ì³îìåòð³ÿ ùóð³â 

Â³äíîñí³  
ìåõàíîê³íåòè÷í³ 

ïàðàìåòðè 

×èííèêè âïëèâó íà ñïîíòàííèé ñêîðîòëèâèé öèêë ì³îìåòð³ÿ 

Ï³äâèùåíà êîíöåí-
òðàö³ÿ ³îí³â Mg2+ 

(5 ìÌ) 

Îêñèòîöèí  

(5  10—4 ÌÎ) 
Êàë³êñ[4]àðåí  

Ñ-90 (100 ìêÌ) 

×àñîâ³ (ð³âíÿííÿ (4.26)–(4.29))  



0

0

 1,58 0,49 1,20 



C

C

 1,32 0,26 2,04 



R

R

 1,65 0,59 1,10 
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Çàê³í÷åííÿ òàáë. 4.1 

Â³äíîñí³  
ìåõàíîê³íåòè÷í³ 

ïàðàìåòðè 

×èííèêè âïëèâó íà ñïîíòàííèé ñêîðîòëèâèé öèêë ì³îìåòð³ÿ 

Ï³äâèùåíà êîíöåí-
òðàö³ÿ ³îí³â Mg2+ 

(5 ìÌ) 

Îêñèòîöèí  

(5  10—4 ÌÎ) 
Êàë³êñ[4]àðåí  

Ñ-90 (100 ìêÌ) 

  
   
R C

R C

 1,79 0,91 0,97 

Ñèëîâ³ (ð³âíÿííÿ (4.31)–(4.33)) 


max

max

F

F
 1,53 0,94 1,42 


C

C

F

F
 1,39 0,70 1,90 


R

R

F

F
 1,61 0,99 1,39 

   
      

/C C

R R

F F

F F
 0,86 0,70 1,37 

Øâèäê³ñí³ (ð³âíÿííÿ (4.34)–(4.36)) 


C

C

V

V
 0,71 1,45 1,06 


R

R

V

V
 0,62 0,89 1,57 

   
      

/C C

R R

V V

V V
 1,14 1,62 0,74 

²ìïóëüñí³ (ð³âíÿííÿ (4.37)–(4.39)) 


C

C

I

I
 1,84 0,18 3,88 


R

R

I

I
 2,56 0,59 1,52 

0

0

I

I




 1,57 0,45 2,11 

Ïðèì³òêà. Çíà÷åííÿ êîíñòàíò n ³ k ðîçðàõîâàíî çà ìåõàíîê³íåòè÷íèìè 
ãðàô³êàìè, ë³íåàðèçîâàíèìè â³äïîâ³äíî äî âèðàçó (4.5) (äèâ. ðèñ. 4.5, â; 4.6, â; 
4.7, â) (â óñ³õ âèïàäêàõ âåëè÷èíà R2 ñòàíîâèëà 0,98–0,99). Â³äíîñí³ ìåõàíî-
ê³íåòè÷í³ ïàðàìåòðè îá÷èñëåíî â³äïîâ³äíî äî åêñïåðèìåíòàëüíèõ ðåçóëüòàò³â 
(äèâ. ðèñ. 4.5–4.7) ç âèêîðèñòàííÿì ð³âíÿíü (4.3), (4.4), (4.12), (4.13), (4.15), 
(4.16), (4.22), (4.23) ³ (4.25). 
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Òàê, ç âèêîðèñòàííÿì âèùåíàâåäåíî¿ áàãàòîïàðàìåòðè÷íî¿ ìî-

äåë³ ïðîàíàë³çîâàíî åôåêò çá³ëüøåííÿ êîíöåíòðàö³¿ ó ïîçàêë³òèí-

íîìó ñåðåäîâèù³ òàêîãî ô³çèêî-õ³ì³÷íîãî ÷èííèêà, ÿê ³îíè Mg2+, 

íà ìåõàíîê³íåòè÷í³ ïàðàìåòðè ñïîíòàííèõ ñêîðî÷åíü ãëàäåíüêîãî 

ì’ÿçà ìàòêè. ßê â³äîìî, ðîç÷èí ñóëüôàòó ìàãí³þ MgSO4 øèðîêî 

âèêîðèñòîâóþòü ó ìåäèöèí³ ÿê ì³îðåëàêñàíò, çîêðåìà  òîêîë³òèê, 

îñê³ëüêè ³îíè Mg2+ ïðèãí³÷óþòü ³îíí³ ñòðóìè êð³çü ³îíí³ êàíàëè 

(ïîòåíö³àëêåðîâàí³ Ñà2+-êàíàëè L-òèïó, Na+ - ³ Ê+-êàíàëè) ïëàç-

ìàòè÷íî¿ ìåìáðàíè, çíèæóþòü àêòèâí³ñòü ôîñôîë³ïàçè Ñ, àêòè-

âóþòü ÀÒÔàçó ñêîðîòëèâîãî ïðîòå¿íó ì³îçèíó òà ñèñòåìè ïåð-

âèííîãî àêòèâíîãî ³îííîãî òðàíñïîðòó ïëàçìàòè÷íî¿ ìåìáðàíè 

(Mg2+ , ATÔ-çàëåæíèõ êàëüö³ºâî¿ òà íàòð³ºâî¿ ïîìï).  

Ç ðèñ. 4.5, à áà÷èìî, ùî ï³äâèùåííÿ êîíöåíòðàö³¿ ³îí³â Mg2+ 

â îìèâàëüíîìó ãëàäåíüêîì’ÿçîâ³ ïðåïàðàòè ðîç÷èí³ ó ïîíàä 

4 ðàçè (ç 1,2 äî 5,0 ìÌ) ñóïðîâîäæóºòüñÿ ïðèãí³÷åííÿì ¿õ ñïîí-

òàííî¿ ñêîðîòëèâî¿ àêòèâíîñò³; çîêðåìà, öå ïîçíà÷èëîñü íà ³ñòîò-

íîìó çíèæåíí³ àìïë³òóäè ñêîðî÷åíü Fmax (ó ñåðåäíüîìó íà 30 %). 
Ðîçðàõóíîê åìï³ðè÷íèõ ÷àñîâèõ, ñèëîâèõ, øâèäê³ñíèõ òà ³ì-

ïóëüñíèõ ïàðàìåòð³â ñêîðî÷åíü ìàòêè (uterus) çà ä³¿ ï³äâèùåíî¿ 
êîíöåíòðàö³¿ ³îí³â Mg2+ äàâ ìîæëèâ³ñòü âèÿâèòè ïåâí³ çàêîíî-

 

Ðèñ. 4.5. Âïëèâ êîíöåíòðàö³¿ ³îí³â Mg2+ â îìèâàëüíîìó ãëàäåíüêîì’ÿçîâèé 
ïðåïàðàò ðîç÷èí³ íà ìåõàíîê³íåòèêó ñïîíòàííî¿ ñêîðîòëèâî¿ â³äïîâ³ä³ ì³î-
ìåòð³ÿ ùóð³â: à – ïåðâèíí³ ìåõàíîê³íåòè÷í³ êðèâ³; á – ë³íåàðèçîâàí³, â³ä-
ïîâ³äíî äî âèðàçó (4.5), ìåõàíîê³íåòè÷í³ ãðàô³êè; 1 – êîíòðîëü (êîíöåíòðà-
ö³ÿ ³îí³â Mg2+ 1,2 ìÌ); 2 – ä³ÿ ã³ïåðìàãí³ºâîãî ñåðåäîâèùà (êîíöåíòðàö³ÿ 

³îí³â Mg2+ 5 ìÌ); äëÿ ãðàô³ê³â 1 òà 2 çíà÷åííÿ t (çàäàº åêñïåðèìåíòàòîð), n 
òà k ñòàíîâëÿòü 9, 6 ñ; 2,55, 3,28 òà 0,33, 0,67 ñ—1 â³äïîâ³äíî; âåëè÷èíè Fmax òà 


maxF äîð³âíþþòü 7,3 òà 4,8 ìÍ â³äïîâ³äíî); äëÿ ë³í³éíèõ ãðàô³ê³â âåëè÷èíà 

R2 ñòàíîâèòü 0,98 
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ì³ðíîñò³. Ïî-ïåðøå, çà öèõ óìîâ â³äáóâàºòüñÿ çíà÷íå çíèæåííÿ 
óñ³õ â³äíîñíèõ ÷àñîâèõ, àìïë³òóäíèõ òà ³ìïóëüñíèõ ïàðàìåòð³â (äèâ. 
òàáë. 4.1), ùî, éìîâ³ðíî, âêàçóº íà íàÿâí³ñòü ó öüîìó â³ñöåðàëü-
íîìó ãëàäåíüêîìó ì’ÿç³ ïðèíàéìí³ äåê³ëüêîõ «ì³øåíåé», ÷óòëè-
âèõ äî ä³¿ ³îí³â Mg2+ ³ çàëó÷åíèõ ó ôîðìóâàííÿ õâèë³ ñïîíòàííîãî 
ñêîðî÷åííÿ ÿê íà ð³âí³ ôàçè ñêîðî÷åííÿ, òàê ³ ôàçè ðîçñëàáëåí-
íÿ. Ïî-äðóãå, ìåíø ³ñòîòí³ çì³íè ñïîñòåð³ãàëè ó âèïàäêó øâèä-
ê³ñíèõ ïàðàìåòð³â (ìàêñèìàëüíèõ øâèäêîñòåé ôàç ñêîðî÷åíü òà 
ðîçñëàáëåíü). Çàãàëîì ðåçóëüòàòè áàãàòîôàêòîðíîãî ìåõàíîê³íå-
òè÷íîãî àíàë³çó ïðîöåñ³â ñêîðî÷åííÿ–ðîçñëàáëåííÿ ì³îìåòð³ÿ çà 
çá³ëüøåíî¿ êîíöåíòðàö³¿ ³îí³â Ìg2+ ó ïîçàêë³òèííîìó ñåðåäîâèù³ 
âêàçóþòü íà òå, ùî òàêà çì³íà ïàðàìåòð³â íå âèêëèêàº çíà÷íî¿ 
ïåðåáóäîâè ôàçíî¿ ñêîðî÷óâàëüíî¿ àêòèâíîñò³ ïîçäîâæí³õ ãëà-
äåíüêèõ ì’ÿç³â ìàòêè ùóð³â. 

Òàêîæ âèêîíàíî ìíîæèííèé àíàë³ç ìåõàíîê³íåòè÷íèõ ïàðà-

ìåòð³â ñïîíòàííèõ ñêîðî÷åíü ì³îìåòð³ÿ ó âèïàäêó ¿õ ìîäóëÿö³¿ 

ìåòàáîë³÷íèì ÷èííèêîì – ïåïòèäíèì ãîðìîíîì îêñèòîöèíîì, 

ùî áóâ âèêîðèñòàíèé ó íèçüêèõ êîíöåíòðàö³ÿõ (5  10—4 ÌÎ) 

(ðèñ. 4.6, à). Îêñèòîöèí º óòåðîòîí³êîì, ÿêèé ïîñèëþº ñêîðîò-

ëèâó àêòèâí³ñòü ì³îìåòð³ÿ, çîêðåìà ï³ä ÷àñ ïîëîã³â. Â³äîìî, ùî ó 

òêàíèí³ ì³îìåòð³ÿ åêñïðåñóþòüñÿ îêñèòîöèíîâ³ ðåöåïòîðè, ÿê³ 

íàëåæàòü äî íàäðîäèíè ìåòàáîòðîïíèõ ðåöåïòîð³â òà ñïðÿæåí³ ç 

 

Ðèñ. 4.6. Âïëèâ îêñèòîöèíó (5  10—4 ÌÎ) íà ìåõàíîê³íåòèêó ñïîíòàííî¿ 
ñêîðîòëèâî¿ â³äïîâ³ä³ ì³îìåòð³ÿ ùóð³â:  à – ïåðâèíí³ ìåõàíîê³íåòè÷í³ êðèâ³; 
á – ë³íåàðèçîâàí³, â³äïîâ³äíî äî âèðàçó (4.5), ìåõàíîê³íåòè÷í³ êðèâ³; 1 – 
êîíòðîëü; 2 – ä³ÿ îêñèòîöèíó íà ñïîíòàíí³ ñêîðî÷åííÿ; äëÿ ãðàô³ê³â 1 òà 2 

çíà÷åííÿ t (çàäàº åêñïåðèìåíòàòîð) ñòàíîâëÿòü 9 c â îáîõ âèïàäêàõ; n òà 

k – 2,33; 8,17 òà 0,30, 0,51 ñ—1 â³äïîâ³äíî; âåëè÷èíè Fmax òà 
maxF  – 5,2 òà 

5,5 ìÍ â³äïîâ³äíî; äëÿ ë³í³éíèõ ãðàô³ê³â âåëè÷èíà R2 ñòàíîâèòü 0,98 
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Gq/11-á³ëêàìè. Àêòèâàö³ÿ ìîòîðèêè ãëàäåíüêîãî ì’ÿçà ìàòêè çà ä³¿ 

îêñèòîöèíó ïîëÿãàº ó ï³äâèùåíí³ àìïë³òóäè ³ òðèâàëîñò³ ñïîí-

òàííèõ ñêîðî÷åíü, à òàêîæ ï³äâèùåíí³ áàçàëüíîãî íàïðóæåííÿ. 

Êð³ì ðåöåïòîðîïîñåðåäêîâàíî¿ ä³¿, ÿêà îáóìîâëþº çðîñòàííÿ 

âíóòð³øíüîêë³òèííî¿ êîíöåíòðàö³¿ ³îí³â Ñà2+ ó ì³îöèòàõ, îêñèòî-

öèí òàêîæ ïîñèëþº ñêîðî÷åííÿ ì³îìåòð³ÿ ÷åðåç äåÿêå ³íã³áóâàí-

íÿ Ñà2+-ïîìïè ïëàçìàòè÷íî¿ ìåìáðàíè. 
Îòæå, çà íàÿâíîñò³ îêñèòîöèíó â íèçüêèõ êîíöåíòðàö³ÿõ 

(5  10—4 ÌÎ) â îìèâàëüíîìó ãëàäåíüêîì’ÿçîâ³ ïðåïàðàòè ðîç÷èí³ 
ñïîñòåð³ãàëîñü ³ñòîòíå çíèæåííÿ îêðåìèõ â³äíîñíèõ ÷àñîâèõ ïà-

ðàìåòð³â 0

0

,



 C

C




 òà R

R




 (÷åðåç çðîñòàííÿ çíà÷åíü õàðàêòåðèñòè÷-

íèõ ÷àñîâèõ âåëè÷èí 0, Ñ ³ R â³äïîâ³äíî; äèâ. òàáë. 4.1). Êð³ì 
çá³ëüøåííÿ àìïë³òóäè Fmax çà ä³¿ îêñèòîöèíó çíà÷íî ï³äâèùóâàëî-
ñÿ çíà÷åííÿ ñèëè FÑ, çà ÿêîãî øâèäê³ñòü VÑ çì³íè ñèëè áóëà ìàê-
ñèìàëüíîþ íà ð³âí³ ôàçè ñêîðî÷åííÿ, òîä³ ÿê çíà÷åííÿ FR çáåð³-
ãàëîñÿ ïðàêòè÷íî íà ð³âí³ êîíòðîëþ. Øâèäê³ñí³ ïàðàìåòðè çà ä³¿ 
îêñèòîöèíó íà ì³îìåòð³é çàãàëîì íàáóâàëè ð³çíîñïðÿìîâàíèõ 
çì³í: ìàêñèìàëüíà øâèäê³ñòü ôàçè ñêîðî÷åííÿ VÑ çíà÷íî çíèæó-

âàëàñü (ñïðè÷èíÿþ÷è çá³ëüøåííÿ â³äíîñíîãî ïîêàçíèêà C

C

V

V 
), 

òîä³ ÿê ìàêñèìàëüíà øâèäê³ñòü ôàçè ðîçñëàáëåííÿ VR äåùî çðîñ-

òàëà (âíàñë³äîê ÷îãî â³äíîñíèé ïîêàçíèê R

R

V

V 
 < 1). Óñ³ ³ìïóëüñí³ 

ïàðàìåòðè çíà÷íî çá³ëüøóâàëèñÿ çà ä³¿ îêñèòîöèíó (äèâ. òàáë. 4.1).

 Òåîðåòè÷í³ çàñàäè åìï³ðè÷íî¿ áàãàòîôàêòîðíî¿ ìîäåë³ áóëè 

òàêîæ àïðîáîâàí³ ï³ä ÷àñ äîñë³äæåííÿ ñïîíòàííèõ ñêîðî÷åíü 

ïðåïàðàò³â ì³îìåòð³ÿ çà óìîâ êîðîòêîòðèâàëî¿ ä³¿ (óïðîäîâæ 

30 õâ) íà íèõ öèêë³÷íîãî îë³ãîìåðó ôåíîë³â – êàë³êñ[4]àðåíó 

Ñ-90 (100 ìêÌ) (ðèñ. 4.7). Ðàí³øå äîñë³äæåííÿìè in vitro áóëî 

äîâåäåíî, ùî êàë³êñ[4]àðåí ìàº çäàòí³ñòü âèá³ðêîâî (ùîäî ³íøèõ 

ñèñòåì àêòèâíîãî ³îííîãî òðàíñïîðòó) ³íã³áóâàòè àêòèâí³ñòü 

Mg2+, ÀÒÔ-çàëåæíî¿ Ñà2+-ïîìïè ïëàçìàòè÷íî¿ ìåìáðàíè òà àê-

òèâóâàòè ÀÒÔàçó ì³îçèíó; íå âèêëþ÷àþòü, ùî öÿ ñïîëóêà º ïåð-

ñïåêòèâíîþ äëÿ ñòâîðåííÿ ôàðìàêîëîã³÷íèõ ïðåïàðàò³â – ðåãó-

ëÿòîð³â ñêîðîòëèâî¿ ôóíêö³¿ ìàòêè. Àïë³êóâàííÿ êàë³êñ[4]àðåíó 

Ñ-90 ïðèãí³÷óâàëî àìïë³òóäè Fmax ñïîíòàííèõ ñêîðî÷åíü, à òàêîæ 

³íøèõ àìïë³òóäíèõ ïàðàìåòð³â (ïîêàçíèê³â FÑ ³ FR), ùî çóìîâèëî 
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çíà÷íå çðîñòàííÿ â³äïîâ³äíèõ â³äíîñíèõ ïàðàìåòð³â max

max

F

F


 

, C

C

F

F 
, 

R

R

F

F


 
. Íà ïðîòèâàãó àìïë³òóäíèì ïàðàìåòðàì, ÷àñîâ³ ïàðàìåòðè 

çà ä³¿ êàë³êñ[4]àðåíó Ñ-90 çàëèøàëèñü íà ð³âí³ êîíòðîëüíèõ, òîìó 

â³äïîâ³äí³ â³äíîñí³ ïàðàìåòðè 0

0

,



 C

C




, R

R




, à òàêîæ R C

R C

  
   

 ³  

0

0

R

R

  
   

 áóëè áëèçüêèìè äî îäèíèö³ (äèâ. òàáë. 4.1). Ïàðàìåòð 

ìàêñèìàëüíî¿ øâèäêîñò³ ôàçè ñêîðî÷åííÿ VÑ çà ä³¿ êàë³êñ[4]àðåíó 
Ñ-90 áóâ íà êîíòðîëüíîìó ð³âí³, à ìàêñèìàëüíà øâèäê³ñòü ôàçè 
ðîçñëàáëåííÿ VR ³ñòîòíî çíèæóâàëàñÿ, òîìó äëÿ éîãî â³äíîñíîãî 

ïàðàìåòðà ñïðàâäæóºòüñÿ â³äíîøåííÿ R

R

V

V 
 > 1. Òàêîæ íà òë³ ä³¿ 

êàë³êñ[4]àðåíó Ñ-90 çíà÷íî çíèæóâàëèñÿ óñ³ ³ìïóëüñí³ ïàðàìåòðè 

(²0, ²Ñ, ²R); îñîáëèâî âàðòî çàçíà÷èòè, ùî ïîêàçíèê ³ìïóëüñó ñè-
ëè ²Ñ íà ð³âí³ ôàçè ñêîðî÷åííÿ çà ä³¿ êàë³êñ[4]àðåíó Ñ-90 çíèæó-
âàâñÿ ó ïîíàä 4 ðàçè ùîäî êîíòðîëüíîãî çíà÷åííÿ (äèâ. òàáë. 
4.1). Îòæå, ïîâíèé ê³íåòè÷íèé àíàë³ç ïðîöåñó ñêîðî÷åííÿ–

 

Ðèñ. 4.7. Âïëèâ êàë³êñ[4]àðåíó Ñ-90 (0,1 ìÌ) íà ìåõàíîê³íåòèêó ñïîíòàííî¿ 
ñêîðîòëèâî¿ â³äïîâ³ä³ ì³îìåòð³ÿ ùóð³â: à – ïåðâèíí³ ìåõàíîê³íåòè÷í³ êðèâ³; 
á – ë³íåàðèçîâàí³, â³äïîâ³äíî äî âèðàçó (4.5), ìåõàíîê³íåòè÷í³ êðèâ³; 1 – 

êîíòðîëü; 2 – ä³ÿ êàë³êñ[4]àðåíó Ñ-90; äëÿ ãðàô³ê³â 1 òà 2 çíà÷åííÿ t (çàäàº 
åêñïåðèìåíòàòîð) äîð³âíþþòü 9 òà 11 ñ â³äïîâ³äíî; n òà k – 2,54; 1,64 òà 

0,38; 0,30 ñ—1 â³äïîâ³äíî; âåëè÷èíè Fmax òà 
maxF  – 5,17 òà 3,65 ìÍ â³äïîâ³ä-

íî; äëÿ ë³í³éíèõ ãðàô³ê³â âåëè÷èíà R2 ñòàíîâèòü 0,99 
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ðîçñëàáëåííÿ ãëàäåíüêîãî ì’ÿçà ìàòêè çà íàÿâíîñò³ êàë³êñ[4]àðåíó 
Ñ-90 âêàçóº íà òå, ùî íà ð³âí³ ö³ë³ñíî¿ ì’ÿçîâî¿ òêàíèíè çì³íà 
ìåõàíîê³íåòèêè ñïîíòàííèõ ñêîðî÷åíü ñòîñóºòüñÿ ïåðåâàæíî 
àìïë³òóäè Fmax òà ïàðàìåòð³â ôàçè ðîçñëàáëåííÿ (çîêðåìà VR), 
ùî, éìîâ³ðíî, íà ìîëåêóëÿðíîìó ð³âí³ ñïðè÷èíþºòüñÿ ÷àñòêî-
âèì áëîêóâàííÿì Ñà2+-ïîìïè ïëàçìàòè÷íî¿ ìåìáðàíè ì³îöèò³â. 

Òàêèì ÷èíîì, çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó åìï³ðè÷íîãî àíàë³çó 
ñêëàäíî¿ ãðàô³÷íî¿ çàëåæíîñò³, ùî îïèñóº ïðîöåñ ñêîðî÷åííÿ–
ðîçñëàáëåííÿ ì’ÿçà, äàº ìîæëèâ³ñòü âè÷åðïíî ê³ëüê³ñíî ñõàðàê-
òåðèçóâàòè éîãî ÿê ó âèïàäêó êîíòðîëüíèõ äîñë³ä³â, òàê ³ ï³ä ÷àñ 
âèâ÷åííÿ âïëèâó ð³çíîìàí³òíèõ ÷èííèê³â (ô³çèêî-õ³ì³÷íèõ, ìå-
òàáîë³÷íèõ, ôàðìàêîëîã³÷íèõ). 
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ДОДАТОК  1  

ВИБРАНІ ПИТАННЯ ВИЩОЇ МАТЕМАТИКИ 
 
 
 

§ 1. Системи алгебраїчних рівнянь.  
Матриці та дії над ними. Визначник  

та його властивості 

Âèð³øåííÿ áàãàòüîõ ìîäåëüíèõ çàäà÷ ó á³îëîã³¿ ÷àñòî ïîòðå-
áóº çíàõîäæåííÿ ðîçâ’ÿçêó ñèñòåì ë³í³éíèõ àáî íåë³í³éíèõ ð³â-
íÿíü. Ðîçãëÿíåìî, íàïðèêëàä, ñèñòåìó äâîõ ë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷-
íèõ ð³âíÿíü ç äâîìà íåâ³äîìèìè õ òà y: 

11 12 1

21 22 2

 ,

 .

a x a y h

a x a y h

 
  

                          (Ä1.1) 

Óñ³ êîåô³ö³ºíòè à (¿õ ÷îòèðè) òà â³ëüí³ ÷ëåíè h (¿õ äâà) ââà-
æàºìî çàäàíèìè òà â³äì³ííèìè â³ä íóëÿ. 

Äëÿ òîãî ùîá ðîçâ’ÿçàòè ñèñòåìó ð³âíÿíü (Ä1.1), ñêîðèñòàºìîñÿ 
ìåòîäîì ïîñë³äîâíîãî âèêëþ÷åííÿ. Éîãî ñóòü ïîëÿãàº â òîìó, ùî ç 
ïåðøîãî ð³âíÿííÿ îäíà ç íåâ³äîìèõ çì³ííèõ, íàïðèêëàä y, âèðàæà-
ºòüñÿ ÷åðåç ³íøó íåâ³äîìó çì³ííó õ ³ ï³äñòàâëÿºòüñÿ â ³íøå ð³âíÿííÿ: 

1 11

12 1211 12 1

21 22 2 1 11
21 22 2

12 12

 
 

 
 

h a
y x

a aa x a y h

a x a y h h a
a x a x h

a a

                

 

1 111 11

12 1212 12

22 1 11 22 11 22 22 1
21 2 21 2

12 12 12 12

  

  

h ah a
y xy x

a aa a

a h a a a a a h
a x x h x a h

a a a a

        
           

 

1 11

22 1 12 212 12

11 22 12 21
22 1

2

12 1 11 22 1 12 2

11 22 12 12 11 22 12 21
21

12

 

 

 .

h a
y x

a h a ha a x
a a a aa h

h
a h a a h a h

x y
a a a a a a a a

a
a
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Ââàæàºìî, ùî çíà÷åííÿ âèðàçó 11 22 12 21 0a a a a  . 

Ïðèêëàä 1. Çíàéòè ðîçâ’ÿçêè çàäàíî¿ ñèñòåìè ð³âíÿíü: 

 2 4,

5 3 2 1,

 7 2 8.

x y z

x y z

x y z

  
    
   

 

 2 4  4 2

5 3 2 1 5 3 2 1

 7 2 8  7 2 8

x y z z x y

x y z x y z

x y z x y z

      
           
       

 

 4 2  4 2

5 3 2(4 2 ) 1 9 8 1

 7 2 4 2 8  9 3 4 8

z x y z x y

x y x y x y

x y x y x y

      
              
         

 

 4 2  4 2  4 2

7 9 7 9 7 9

 9 3( 7 9 ) 4 8 11 36 25 8
 

12

z x y z x y z x y

y x y x y x

x x x
x


         
               

           


 

11

12 4 2
1

7 9 1   
4

11
11 

.12
12

x
z x y

y x y

x
z x

  
    
       
 
    

 

Ïðèêëàä 2. Çíàéòè ïàðö³àëüí³ òèñêè ÷èñòèõ êîìïîíåíò³â ñó-
ì³ø³ p1, p2 ³ p3, ÿêùî â³äîìî ¿õ ñóìàðíèé òèñê P çà ô³êñîâàíèõ 
ð³çíèõ çíà÷åíü òåìïåðàòóðè: 

 

N1 (ìîëåêóëÿðíà 
÷àñòêà cóì³ø³) 

N2 (ìîëåêóëÿðíà 
÷àñòêà ñóì³ø³) 

N3 (ìîëåêóëÿðíà 
÷àñòêà ñóì³ø³) 

P (òèñê ñóì³ø³ çà ñòàëî¿ 
òåìïåðàòóðè), Ïà 

0,8 0,1 0,1 1840 
0,2 0,7 0,1 1860 
0,05 0,05 0,9 236 

Çã³äíî ç çàêîíîì Äàëüòîíà 
3

1

.i i
i

P N p


   Çâ³äñè ìàºìî òàêó ñè-

ñòåìó ë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü: 
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1 2 3

1 2 3

1 2 3

 0,8 0,1 0,1 1840,

0,2 0,7 0,1 1860,

0,05 0,05 0,9 236.

p p p

p p p

p p p

  
   
   

 

Ðîçâ’ÿæåìî ¿¿: 

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2

1 2 3 1 2 3

 0,8 0,1 0,1 1840  0,8 0,1 0,1 1840

0,2 0,7 0,1 1860 0,6 0,6 20

0,05 0,05 0,9 236 0,05 0,05 0,9 236

p p p p p p

p p p p p

p p p p p p

      
         
       

 

2 3
1 2 3

1 2 1 2

1 2 3 1 2 3

5600
 0,9 0,1

 0,8 0,1 0,1 1840 3

100 100

3 3

0,05 0,05 0,9 236 0,05 0,05 0,9 236

p p
p p p

p p p p

p p p p p p

    
        

 
       

 

3 2

1 2

1 2 3

56 000
9

3

100

3

0,05 0,05 0,9 236

p p

p p

p p p

  

   


  


 

3 2

1 2

2 2 2

56 000
9

3

100

3

100 56 000
0,05 0,05 0,9 9 236

3 3

p p

p p

p p p


 


   

           

   

 

3 2 3

1 2 1

2 2

56 000 817
9 34

3 24

100 48 887
2037

3 24

49 687 49 687
2070 2070.

24 24

p p p

p p p

p p
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Òàáëèöþ, ñêëàäåíó ç êîåô³ö³ºíò³â à çà íåâ³äîìèõ çì³ííèõ x òà 
y ñèñòåìè ð³âíÿíü (Ä1.1) ³ çàïèñàíó ó âèãëÿä³ 

11 12

21 22

a a

a a
A

 
 
 

  àáî ( ), 1,2; 1,2
i

À à i j
j

   ,      (Ä1.2) 

íàçèâàþòü ìàòðèöåþ À. Òóò àij – åëåìåíòè ìàòðèö³, ðîçì³ùåí³ íà 
ïåðåòèí³ ðÿäêà ³ òà ñòîâï÷èêà j. 

Åëåìåíòè ìàòðèö³ àii íàçèâàþòü ä³àãîíàëüíèìè (âîíè çíàõî-
äÿòüñÿ íà ãîëîâí³é ä³àãîíàë³). Åëåìåíòè ìàòðèö³ À (Ä1.2) à12 òà 
à21 ðîçòàøîâàí³ íà á³÷í³é ä³àãîíàë³. 

ßêùî ³ ≠ j, òîä³ òàêó ìàòðèöþ À  (àij) (i = 1,m ; j = 1,k ) íàçè-

âàþòü ïðÿìîêóòíîþ. Ó âèïàäêó, êîëè ³ = j = n, ìàòðèöþ À = (àij) 

(i = 1, ;n  j = 1,n ) íàçèâàþòü êâàäðàòíîþ n-ãî ïîðÿäêó. Òàê, êâàä-

ðàòíà ìàòðèöÿ (Ä1.2) º äðóãîãî ïîðÿäêó (n = 2). 
ßêùî ³ = 1, a j >1 (àáî, íàâïàêè, j = 1, à ³ > 1), òî îòðèìàºìî 

ìàòðèöþ-ðÿäîê (a1 a2 … àn) (àáî ìàòðèöþ-ñòîâï÷èê 

1

2

n

a

a

a

 
 
 
 
  
 


), ÿêó 

íàçèâàþòü âåêòîð-ðÿäîê (àáî âåêòîð-ñòîâï÷èê). 
Äâ³ ìàòðèö³ À = (aij) ³ Â = (bij) ð³âí³, ÿêùî ¿õ â³äïîâ³äí³ åëåìåí-

òè ð³âí³ ì³æ ñîáîþ: àij = bij. 
ßêùî àij = àji, òî ìàòðèöþ À íàçèâàþòü ñèìåòðè÷íîþ. 
Ìàòðèö³ îäíàêîâîãî ïîðÿäêó (îäíàêîâî¿ ðîçì³ðíîñò³) ìîæíà 

ïîåëåìåíòíî äîäàâàòè ³ ïåðåìíîæóâàòè íà ÷èñëî. 

Ïðèêëàä 3. Äàíî 
1 2

0 1
A

 
  
 

 ³ 
0 1

2 2
B

 
  
 

. Îá÷èñëèòè À + 2Â. 

1 2 0 1 1 2 0 2 1 4
2 2

0 1 2 2 0 1 4 4 4 5
A B

         
              

         
. 

Äîáóòêîì ìàòðèö³ À = (aij) (i = 1, ;m  j = 1,k ) íà ìàòðèöþ Â = (bjl) 

(j = 1, ;k  l = 1,n ) º ìàòðèöÿ Ñ = À  Â = (ñil) (i = 1,m ; l = 1,n ), ó 

ÿêî¿ åëåìåíò ñ³l äîð³âíþº ñóì³ äîáóòê³â åëåìåíò³â ³-ãî ðÿäêà ìàò-
ðèö³ À ³ j-ãî ñòîâï÷èêà ìàòðèö³ Â, òîáòî 

1 1 2 2 3 3
1

... .
k

il ij jl i l i l i l ik kl
j

c a b a b a b a b a b


            (Ä1.3) 
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Çâ³äñè âèïëèâàº, ùî ìàòðèöþ À ìîæíà ïåðåìíîæèòè íà ìàò-
ðèöþ Â ëèøå òîä³, êîëè ê³ëüê³ñòü ñòîâï÷èê³â ìàòðèö³ À çá³ãàºòü-
ñÿ ç ê³ëüê³ñòþ ðÿäê³â ìàòðèö³ Â. Çîêðåìà, êâàäðàòí³ ìàòðèö³ ìî-
æíà ïåðåìíîæèòè, ÿêùî âîíè ìàþòü îäíàêîâèé ïîðÿäîê. 

Íàïðèêëàä, äàíî ìàòðèö³ 
11 12

21 22

a a

a a
A

 
 
 

  ³ 
11 12 13

21 22 23

b b b

b b b
B

 
 
 

 , à ¿õ 

äîáóòîê 
11 11 12 21 11 12 12 22 11 13 12 23

21 11 22 21 21 12 22 22 21 13 22 23

.
a b a b a b a b a b a b

C A B
a b a b a b a b a b a b

   
       

 

Ïðèêëàä 4. Äàíî À = 
1 1 0

0 0 1

 
 
 

 ³ 

1 0 1

0 0 1

1 0 0

B

 
   
 
 

. Îá÷èñëèòè À  Â. 

À  Â = 

1 0 1
1 1 0 1 0 2

0 0 1
0 0 1 1 0 0

1 0 0

 
             

 

. 

Ïðèêëàä 5. Äàíî 
1 2 0 1

0 2 2
i

1
A B

   
      
   

  . Îá÷èñëèòè À  Â ³ 

Â  À. 

1 2 0 1 4 5

0 1 2 2 2 2
A B

     
        

     
 ³ 

0 1 1 2 0 1

2 2 0 1 2 6
B A

     
        

     
. 

Ç íàâåäåíîãî âèùå ïðèêëàäó âèïëèâàº, ùî À  Â ≠ Â  À, òîá-
òî ó çàãàëüíîìó âèïàäêó äëÿ äîáóòêó äâîõ ìàòðèöü âëàñòèâ³ñòü 
ïåðåñòàíîâêè íå º õàðàêòåðíîþ. 

Ìàòðèöÿ, â ÿêî¿ åëåìåíòè íà ãîëîâí³é ä³àãîíàë³ äîð³âíþþòü 
îäèíèö³ (à³³ = 1), à óñ³ ³íø³ åëåìåíòè äîð³âíþþòü íóëþ, íàçèâà-
ºòüñÿ îäèíè÷íîþ ìàòðèöåþ: 

1 0 0

0 1 0 .

0 0 1

E

 
   
 
 

                           (Ä1.4) 

Äëÿ áóäü-ÿêî¿ ìàòðèö³ À ñïðàâåäëèâà òàêà âëàñòèâ³ñòü: 

À  Å = Å  À = À.                        (Ä1.5) 

Ç ïîíÿòòÿì «êâàäðàòíà ìàòðèöÿ» ò³ñíî ïîâ’ÿçàíå ïîíÿòòÿ 
«âèçíà÷íèê» (äåòåðì³íàíò). Âèçíà÷íèê – öå ÷èñëî, ðîçðàõîâàíå 
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çà ïåâíèì ïðàâèëîì. Íàïðèêëàä, âèçíà÷íèêîì äðóãîãî ïîðÿäêó 
(n = 2), ÿêèé â³äïîâ³äàº ìàòðèö³ äðóãîãî ïîðÿäêó À (Ä1.2), íàçè-
âàºòüñÿ ÷èñëî, ÿêå ïîçíà÷àþòü ñèìâîëîì 

11 12

21 22

det  
a a

A
a a

    

³ âèçíà÷àþòü çà òàêèì ïðàâèëîì (ð³çíèöÿ ì³æ äîáóòêîì åëåìåí-
ò³â, ÿê³ çíàõîäÿòüñÿ íà ãîëîâí³é ä³àãîíàë³ ìàòðèö³ A, òà äîáóòêîì 
åëåìåíò³â, ÿê³ çíàõîäÿòüñÿ íà á³÷í³é ä³àãîíàë³ ìàòðèö³ À): 

11 12 

11 22 12 21

21 22 

 

 

a a
a a a a

a a
    .                  (Ä1.6) 

Çàóâàæåííÿ. ßê áà÷èìî, ðîçâ’ÿçêè ñèñòåìè àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü 
(Ä1.1) ³ñíóþòü òîä³, êîëè âèçíà÷íèê ìàòðèö³ À, ïîáóäîâàíî¿ ç 

êîåô³ö³ºíò³â çà íåâ³äîìèõ çì³ííèõ, íå äîð³âíþº íóëþ:  = à11à22 — 

— à12à21  0. 
Âèçíà÷íèêè âèùèõ ïîðÿäê³â, çîêðåìà òðåòüîãî ïîðÿäêó (n = 3) 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a

a a a

a a a

  ,                            (Ä1.7) 

âèçíà÷àþòü çà òàêèì ïðàâèëîì (íàïðèêëàä, çà ô³êñîâàíîãî ³-ãî 
íîìåðà ðÿäêà): 

3
1 2 3

1 1 2 2 3 3
1

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)i j i i i
ij ij i i i i i i

j

a A a A a A a A   



             ,  (Ä1.8) 

äå ijA  – ì³íîð åëåìåíòà àij âèçíà÷íèêà (Ä1.7). 

Ì³íîðîì äåÿêîãî åëåìåíòà âèçíà÷íèêà íàçèâàþòü âèçíà÷íèê, 
ùî îòðèìóþòü ç öüîãî âèçíà÷íèêà âèêðåñëþâàííÿì ðÿäêà ³ ñòî-
âï÷èêà, íà ïåðåòèí³ ÿêèõ ðîçì³ùåíèé öåé åëåìåíò. Íàïðèêëàä, 
ì³íîðîì åëåìåíòà à11 âèçíà÷íèêà (Ä1.7) º âèçíà÷íèê äðóãîãî ïî-

ðÿäêó: 
22 23 

11

32 33

 
.

 

a a
A

a a
  

Âåëè÷èíó ( 1)i j
ij ijA  A    çà ô³êñîâàíèõ çíà÷åííÿõ ³ òà j íà-

çèâàþòü àëãåáðà¿÷íèì äîïîâíåííÿì åëåìåíòà àij âèçíà÷íèêà. 
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Ïðèêëàä 6. Îá÷èñëèòè 

 2 5 3

 4 12 9

 6 19 17

  . 

Ðîçêðèâàºìî âèçíà÷íèê, íàïðèêëàä, çà ïåðøèì ðÿäêîì (i = 1). 
Çã³äíî ç ôîðìóëàìè (Ä1.8) ³ (Ä1.6), ìàºìî 

3
1 2 3 4

1 1 11 11 12 12 13 13
1

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)j
j j

j

a A a A a A a A



               

11 11 12 12 13 13a A a A a A      12 9  4 9  4 12
2 5 3 8.

19 17  6 17  6 19 
    

Ïðèêëàä 7. Îá÷èñëèòè âèçíà÷íèê ìàòðèö³ 

7 2 9

2 1 6 .

3 2 7

A

 
   
   

 

Âèçíà÷íèê òðåòüîãî ïîðÿäêó ìàòðèö³ À ðîçêëàäåìî çà äîïî-
ìîãîþ àëãåáðà¿÷íèõ äîïîâíåíü, íàïðèêëàä, çà òðåò³ì ñòîâï÷èêîì 
(â³í çðó÷íèé òèì, ùî ì³ñòèòü íàéá³ëüø³ åëåìåíòè ìàòðèö³): 

7 2 9
2 1 7 2 7 2

9 6 7 188.2 1 6
3 2 3 2 2 1

3 2 7


 

     
   

 
 

Ïðèêëàä 8. Îá÷èñëèòè 

1 1

0 0 .

0

b

b

b b

 


 

Ðîçêðèâàºìî âèçíà÷íèê, íàïðèêëàä, çà äðóãèì ðÿäêîì (â³í 
çðó÷íèé òèì, ùî ì³ñòèòü íàéá³ëüøó ê³ëüê³ñòü íóëüîâèõ åëåìåíò³â): 

1 1

0 0

0

b

b

b b

  


  21 1
2 .b b b b b

b b
    


 

Ðîçãëÿíåìî îñíîâí³ âëàñòèâîñò³ âèçíà÷íèêà: 
1. Âåëè÷èíà âèçíà÷íèêà íå çì³íèòüñÿ, ÿêùî éîãî ðÿäêè ³ 

ñòîâï÷èêè ïîì³íÿòè ì³ñöÿìè. 
2. Ïåðåñòàâëåííÿ äâîõ ðÿäê³â (÷è äâîõ ñòîâï÷èê³â) âèçíà÷íè-

êà ð³âíîçíà÷íå ïîìíîæåííþ éîãî íà —1. 
3. ßêùî âèçíà÷íèê ì³ñòèòü äâà îäíàêîâ³ ðÿäêè (àáî äâà ñòîâï-

÷èêè), òî â³í äîð³âíþº íóëþ. 
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4. Ïåðåìíîæåííÿ óñ³õ åëåìåíò³â îäíîãî ðÿäêà (÷è îäíîãî 
ñòîâï÷èêà) âèçíà÷íèêà íà áóäü-ÿêå ÷èñëî ð³âíîçíà÷íå äîáóòêó 
âèçíà÷íèêà íà öå ÷èñëî. 

Çâ³äñè âèïëèâàº: 
– ÿêùî åëåìåíòè äâîõ ðÿäê³â (àáî äâîõ ñòîâï÷èê³â) âèçíà÷-

íèêè ïðîïîðö³éí³, òî âèçíà÷íèê, çã³äíî ç âëàñòèâ³ñòþ 3, äîð³â-
íþº íóëþ; 

– ÿêùî óñ³ åëåìåíòè äåÿêîãî ðÿäêà (÷è ñòîâï÷èêà) äîð³âíþ-
þòü íóëþ, òî âèçíà÷íèê òàêîæ äîð³âíþº íóëþ; 

– ÿêùî äî åëåìåíò³â äåÿêîãî ðÿäêà (÷è ñòîâï÷èêà) âèçíà÷-
íèêà äîäàòè â³äïîâ³äí³ åëåìåíòè ³íøîãî ðÿäêà (àáî ñòîâï÷èêà), 
ïåðåìíîæåí³ íà áóäü-ÿêèé ñï³ëüíèé ìíîæíèê, òî âåëè÷èíà âè-
çíà÷íèêà íå çì³íèòüñÿ. 

Ïðèêëàä 9. 

 7 3 0  1 2 3 3 0  1 3 0  3 3 0 

 4 1 1  2 2 1 1 1  2 1 1 2  1 1 1

 1 0 1  1 2 0 0 1  1 0 1  0 0 1

 
       

 
 

 1 3 0  1 3 0 
 1 3 

 2 1 1  1 1 0 2.
 1 1

 1 0 1  1 0 1 

      

§ 2. Похідна функції, її геометричний  
та фізичний зміст. Диференціал функції.  

Правила диференціювання 

Ìåòîäè äèôåðåíö³àëüíîãî îá÷èñëåííÿ çàñòîñîâóþòü äëÿ âè-
â÷åííÿ á³îëîã³÷íèõ ïðîöåñ³â ³ ÿâèù, êîëè ñòàí ñèñòåìè òà ¿¿ âëà-
ñòèâîñò³ ïîñò³éíî çì³íþþòüñÿ ç ÷àñîì. Íàïðèêëàä, ÿêùî çì³íþ-
þòüñÿ êîíöåíòðàö³¿ âçàºìîä³þ÷èõ ðå÷îâèí, òî ìîæíà êðàùå çðî-
çóì³òè ïåðåá³ã á³îõ³ì³÷íèõ ðåàêö³é ó æèâ³é ñèñòåì³ (ìåòàáîë³çì). 
Çàäà÷à ïðî âèçíà÷åííÿ øâèäêîñò³, ç ÿêîþ çì³íþºòüñÿ äîñë³äæó-
âàíà âåëè÷èíà, ïðèâîäèòü äî òàêîãî âàæëèâîãî ïîíÿòòÿ, ÿê ïîõ³äíà. 

Íåõàé íà äåÿê³é ìíîæèí³ Õ âèçíà÷åíà ôóíêö³ÿ y = f(x). Â³çüìå-
ìî áóäü-ÿêó òî÷êó õ0  Õ ³ çàäàìî àðãóìåíòó õ ó òî÷ö³ õ0 äîâ³ëü-
íèé ïðèð³ñò õ òàê, ùîá òî÷êà (õ0 + õ)  Õ. Òîä³ ôóíêö³ÿ y = f(x) 
òàêîæ îòðèìàº ïðèð³ñò ó = f(x0 + õ) — f(x0). 

Ïîõ³äíîþ ôóíêö³¿ y = f(x) ó òî÷ö³ õ0 íàçèâàºòüñÿ ãðàíèöÿ â³ä-
íîøåííÿ ïðèðîñòó ôóíêö³¿ â ö³é òî÷ö³ äî ïðèðîñòó àðãóìåíòó çà 
õ  0: 
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0 0
0

0 0

( ) ( )
( ) lim lim

x x

f x x f xy
f x

x x   

    
 

.        (Ä1.9) 

Ïðèêëàä 1. Çíàéòè ïîõ³äíó ôóíêö³¿ ó = sin x ó òî÷ö³ õ0. 

y = sin (x0 + x) — sin x0 = sin x0 cos x + sin x cos x0 — sin x0 = 

= sin x0 (cos x — 1) + sin x cos x0 =  —2 sin x0 sin
2

2

x
 + sin x cos x0. 

Òîä³ çã³äíî ç îçíà÷åííÿì ïîõ³äíî¿: 

2
0 0

0 0
0 0

2 sin sin sin cos
sin2( ) lim cos lim

x x

x
x x x

x
y x x

x x   


      

 
 

2

0 0 0 0
0 0

sin  
1 12sin lim cos 1 sin lim 1 cos .
2 2

2

x x

x

x x x x x x
x   

 
 

          
 

 

Íåõàé ôóíêö³ÿ f(x) âèçíà÷åíà íà äåÿêîìó ³íòåðâàë³ (ñ, d). 

Ïðîâåäåìî íà ãðàô³êó ôóíêö³¿ f(x) äîòè÷íó äî íå¿ ó òî÷ö³ M(x0; 

f(x0)) (ðèñ. Ä1.1). Ç àíàë³òè÷íî¿ ãåîìåòð³¿ â³äîìî, ùî ð³âíÿííÿ 

ïðÿìî¿ ç êóòîâèì êîåô³ö³ºíòîì k, ÿêà ëåæèòü ó êîîðäèíàòí³é 

ïëîùèí³ Îxy, ìàº òàêèé âèãëÿä: y = kx + b, äå k = tg ( – êóò 

íàõèëó ïðÿìî¿ äî îñ³ Îõ) ³ b – âåëè÷èíà â³äð³çêà, ÿêèé â³äñ³êàº 

ïðÿìà íà îñ³ Îy. Îòæå, âèçíà÷èìî ð³âíÿííÿ ïðÿìî¿, ÿêà ïðîõî-

äèòü ÷åðåç òî÷êó M(x0; f(x0)): 

0 0

0 0 0 0

( ) ( ).
( ) ( )

y kx b y kx b
y k x x f x

f x kx b b f x kx

    
         

 

 
 
 
 
 

Ðèñ. Ä1.1. Ð³âíÿííÿ ïðÿ-
ìî¿, äîòè÷íî¿ äî ãðàô³êà 
ôóíêö³¿ f(x) ó òî÷ö³ M(x0; 
f(x0)): y = k(x — x0) + f (x0)  

 



§ 2. Похідна функції, її геометричний та фізичний зміст. Диференціал функції.  
 

 

 143

Ðîçãëÿíåìî òàêó ãðàíèöþ: 

0 0

0 0

( ) ( )
lim lim
x x

y x x y xy

x x   

  
 

 
 

0 0 0 0 0 0

0

( ) ( ) ( ) ( )
lim
x

k x x x f x k x x f x

x 

      
 


 

0
0

lim tg ( ).
x

k x
k f x

x 

     


                (Ä1.10) 

Îòæå, ïîõ³äíà ôóíêö³¿ f(x) ó òî÷ö³ õ0 äîð³âíþº êóòîâîìó êîå-
ô³ö³ºíòó äîòè÷íî¿ äî ãðàô³êà ö³º¿ ôóíêö³¿ ó òî÷ö³ ç êîîðäèíàòàìè 
(x0; f(x0)) (ãåîìåòðè÷íèé çì³ñò ïîõ³äíî¿). 

Íåõàé ôóíêö³ÿ s(t) îïèñóº çàêîí ðóõó ìàòåð³àëüíî¿ òî÷êè Ì. 
Òîä³ y = s(t0) – øëÿõ, ÿêèé ïðîéøëà òî÷êà Ì çà ÷àñ t0. Çà ïðîì³-

æîê ÷àñó t = t — t0 òî÷êà Ì ïðîéäå øëÿõ y = s(t0 + t) — s(t0). Òîä³ 

ãðàíèöÿ 0 0
0 0

0 0

( ) ( )
lim lim ( ) ( )
t t

s t t s ty
s t v t

t t   

     
 

 âèçíà÷àº 

ìèòòºâó øâèäê³ñòü ìàòåð³àëüíî¿ òî÷êè â ìîìåíò ÷àñó t0 (ô³çè÷íèé 
çì³ñò ïîõ³äíî¿). 

ßêùî ôóíêö³ÿ y = f(x) ìàº â òî÷ö³ õ0 ñê³í÷åííó ïîõ³äíó, òî 
êàæóòü, ùî âîíà äèôåðåíö³éîâàíà ó ö³é òî÷ö³ ³ íåïåðåðâíà â í³é, 

ïðè÷îìó ( )f x  = ,
dy

dx
 äå âåëè÷èíè dy  y i dx = x íàçèâàþòüñÿ 

äèôåðåíö³àëàìè ôóíêö³¿ y = f(x) ³ íåçàëåæíî¿ çì³ííî¿ õ â³äïîâ³äíî. 
Òàêèì ÷èíîì, çíàéòè äèôåðåíö³àë ôóíêö³¿ y = f(x) ó äåÿê³é òî÷ö³ õ 
îçíà÷àº çíàéòè ïîõ³äíó ôóíêö³¿ â ö³é òî÷ö³ òà äîìíîæèòè ¿¿ íà dx, 
òîáòî 

dy = f (x)dx.                       (Ä1.11) 

Çàóâàæåííÿ. ßêùî ôóíêö³ÿ N(t) âèçíà÷àº çàëåæí³ñòü ÷èñåëü-

íîñò³ ïîïóëÿö³é â³ä ÷àñó, òî ¿¿ ïîõ³äíà 
dN

N
dt

  – öå øâèäê³ñòü 

çì³íè ïîïóëÿö³¿, à ¿¿ äèôåðåíö³àë dN N dt  – çì³íà ÷èñåëüíîñò³ 
ïîïóëÿö³¿ çà äåÿêèé êîðîòêèé ïðîì³æîê ÷àñó dt. 

ßêùî ôóíêö³¿ u(x) ³ v(x) äèôåðåíö³éîâàí³ ó òî÷ö³ õ, òî ñïðà-
âåäëèâ³ òàê³ ôîðìóëè äèôåðåíö³þâàííÿ: 

(u  v) = u  v; (u  v) = uv + vu; 
2

.
u u v v u

v v

     
 

    (Ä1.12) 
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ßêùî ñêëàäíà ôóíêö³ÿ y = f(x), äå õ = h(t), ìàº ïîõ³äíó â òî÷-
ö³ t0, òî ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà 

y(t0) =  f (x0)  h(t0),                     (Ä1.13) 

äå x0 = h(t0). 
Íåõàé ôóíêö³ÿ õ = g(y) º îáåðíåíîþ ôóíêö³ºþ äëÿ ôóíêö³¿ 

y = f(x), ÿêà ìàº ïîõ³äíó â òî÷ö³ õ0, òîä³ ñïðàâåäëèâà òàêà ôîðìóëà: 

0

0

1
( ) .

( )
g y

f x
 


                        (Ä1.14) 

Íàâåäåìî òàáëèöþ ïîõ³äíèõ åëåìåíòàðíèõ ôóíêö³é: 

1. Ñ = 0 (Ñ = const); 

2. (xn) =  nxn—1 (ñòóïåíåâà ôóíêö³ÿ); 

3. (loga x) = 
1

 logae
x

 (ëîãàðèôì³÷íà ôóíêö³ÿ), 
1

(ln )x
x

  ; 

4. (àõ) = àxln a (ïîêàçíèêîâà ôóíêö³ÿ), (ex) =  ex; 

5. (sin x) = cos x, (cos x) = —sin õ, (tg x) = 
2

1
,

cos x
 (ctg x) =  

= —
2

1

sin x
 (òðèãîíîìåòðè÷í³ ôóíêö³¿); 

6. (arcsin x) = 
2

1

 1 x
, (arccos x) = —

2

1

 1 x
, (arctg x) = 

= 
2

1

1 x
, (arcñtg x) = —

2

1

1 x
 (îáåðíåí³ òðèãîíîìåòðè÷í³ ôóíêö³¿). 

Ïðèêëàä 2. Çíàéòè ïîõ³äíó ôóíêö³¿ 4 210 3 5 100y x x x    . 

       4 2 310 3 5 100 40 6 5.
dy d d d d

y x x x x x
dx dx dx dx dx

          

Ïðèêëàä 3. Çíàéòè ïîõ³äíó ôóíêö³¿ 
2 2 1

.
3

x x
y

x

 



 

   2 2

2

( 3) 2 1 2 1 ( 3)

( 3)

d d
x x x x x x

dy dx dxy
dx x

      
   


 

2

2

( 3)(2 2) ( 2 1)

( 3)

x x x x

x

    




2 2 2

2 2

2 4 6 2 1 6 5
.

( 3) ( 3)

x x x x x x

x x
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Ïðèêëàä 4. Çíàéòè ïîõ³äíó ôóíêö³¿ 2ln .y x  

Ïîçíà÷èìî u = x2, f(u) = ln u. Çà ïðàâèëîì äèôåðåíö³þâàííÿ 

ñêëàäíî¿ ôóíêö³¿, ìàºìî 
2

1 2 2
( ) ( ) ( ) 2 .

x
y x f u u x x

u xx
        

Ïðèêëàä 5. Çíàéòè ïîõ³äíó ôóíêö³¿ 3cos 2 .y x  

Ïîçíà÷èìî y = u3, u = cos v, v = 2x. Ìàºìî 23y u u    

2 23 (cos ) 6 cos 2 sin 2 .u v v x x     

Ïðèêëàä 6. Îá÷èñëèòè ïîõ³äíó ôóíêö³¿ y = arcsin 21 x  çà 

0  õ  1. 
Çà ïðàâèëîì äèôåðåíö³þâàííÿ ñêëàäíî¿ ôóíêö³¿ ìàºìî (z = 

= 21 x ): 

 
2 2 2

1 1 1
( ) 2

 1 2 1
y z x x

z x x
    

 
 

2 2

1 1
.

 1  1

x

x x x
   

 
 

Ïðèêëàä 7. Îá÷èñëèòè ïîõ³äíó ó =  (ños x)x. 
Ñïî÷àòêó ïðåäñòàâèìî öþ ôóíêö³þ â åêñïîíåíö³àëüí³é ôîð-

ì³ y =  ex ln cos x, äàë³ îá÷èñëèìî ïîõ³äíó çà â³äïîâ³äíèìè ïðàâèëà-
ìè äèôåðåíö³þâàííÿ (z = x ln cos x):  

 ( ) (cos )  ln cos (ln cos )xzy e z x x x x x x         

  1
(cos ) ln cos ( sin ) (cos ) ln cos  tg .

cos 

x xx x x x x x x x
x

       
 

Ïðèêëàä 8. Ê³ëüê³ñòü öóêðó x, ùî ç³íâåðòóâàëà çà ÷àñ t, âè-
çíà÷àºòüñÿ çà ôîðìóëîþ 

  1 ,ktx a e    

äå à – ïî÷àòêîâà ê³ëüê³ñòü öóêðó â ðîç÷èí³, k – ñòàëà âåëè÷èíà. 
Âèçíà÷èòè çàëåæí³ñòü øâèäêîñò³ ³íâåðñ³¿ öóêðîçè â³ä âåëè÷èíè x. 

Øâèäê³ñòü ðåàêö³¿ (³íâåðñ³¿ öóêðîçè) v º ïîõ³äíà âåëè÷èíè x 

çà ÷àñîì: .ktdx
v ake

dt

   Ôóíêö³þ 
kte

 çíàéäåìî ç âèõ³äíî¿ ôîð-

ìóëè äëÿ âåëè÷èíè x, kt a x
e

a

 
 , ³ ï³äñòàâèìî â îòðèìàíå ð³â-

íÿííÿ äëÿ øâèäêîñò³ ðåàêö³¿: ( ) ( ).v x k a x   
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§ 3. Похідні вищих порядків. Формула Тейлора 

Ôóíêö³ÿ ( )f x íàçèâàºòüñÿ ïîõ³äíîþ ïåðøîãî ïîðÿäêó ôóíêö³¿ f(x). 

Ïîõ³äíà â³ä ïîõ³äíî¿ ôóíêö³¿ f(x) íàçèâàºòüñÿ ïîõ³äíîþ äðóãîãî 

ïîðÿäêó ö³º¿ ôóíêö³¿: 
2

2
( ) .

d f
f x

dx
   Ïîõ³äí³, ïî÷èíàþ÷è ç äðóãî¿, 

íàçèâàþòüñÿ ïîõ³äíèìè âèùèõ ïîðÿäê³â: ( )f x , f (4)(x), …, f (n)(x). 

Îòæå, ïîõ³äíà n-ãî ïîðÿäêó f (n)(x) º ïîõ³äíà â³ä ïîõ³äíî¿ (n — 1)-ãî 
ïîðÿäêó. 

Çàóâàæåííÿ. Ó ìåõàí³ö³ ïîõ³äíà äðóãîãî ïîðÿäêó â³ä ôóíêö³¿ 
s(t), ÿêà îïèñóº òðàºêòîð³þ ðóõó ìàòåð³àëüíî¿ òî÷êè, ìàº ô³çè÷-
íèé çì³ñò – âèçíà÷àº ïðèñêîðåííÿ òî÷êè â ìîìåíò ÷àñó t0: 

s(t0) =  (s(t0)) =  v(t0) =  a(t0). 
Ðÿä âèãëÿäó 

à0 + à1õ + à2õ
2 + … + ànx

n + … = 
0

n
n

n

a x



           (Ä1.15) 

íàçèâàºòüñÿ ñòóïåíåâèì ðÿäîì. ×èñëà àn n íàçèâàþòüñÿ êîåô³ö³-
ºíòàìè ðÿäó (Ä1.15). 

Íåõàé ôóíêö³ÿ f(x) ìàº â òî÷ö³ õ0 ³ äåÿêîìó ¿¿ îêîë³ ïîõ³äí³ 
ïîðÿäêó n + 1. Öå îçíà÷àº, ùî ôóíêö³ÿ f(x) òà ¿¿ ïîõ³äí³ äî ïî-
ðÿäêó n âêëþ÷íî íåïåðåðâí³ òà äèôåðåíö³éîâàí³ ó öüîìó îêîë³. 
Òîä³ ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Òåéëîðà: 

  20 0
0 0 0

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ...+

1! 2!

f x f x
f x f x x x x x

 
       

( ) ( )

0 0
0 1 0 1

0

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ),

n! !

n n mn
n m

n n
m

f x f x
x x R x x x R x

m
 



       Ä1.16) 

äå n! = 1 · 2 · 3 · … · n, ïðè÷îìó çà îçíà÷åííÿì 0! = 1; R n + 1(x) – 

äåÿêèé çàëèøêîâèé ÷ëåí (R n + 1(x)  0 çà n  ). 
Îòæå, ôîðìóëà Òåéëîðà äàº ìîæëèâ³ñòü ðîçêëàñòè ôóíêö³þ 

f(x) ó ñòóïåíåâèé ðÿä â îêîë³ äåÿêî¿ òî÷êè õ0. 
Çàóâàæåííÿ. Ôîðìóëîþ Ìàêëîðåíà íàçèâàºòüñÿ ôîðìóëà 

Òåéëîðà (Ä1.16) çà õ0 = 0. 

Ïðèêëàä 1. Ðîçêëàñòè ôóíêö³þ cosxy e x  ó ðÿä Òåéëîðà â 

îêîë³ òî÷êè x0 = 2 ç òî÷í³ñòþ äî êâàäðàòè÷íîãî ÷ëåíà. 
Çíàõîäèìî ñïî÷àòêó ïîõ³äíó ïåðøîãî ³ äðóãîãî ïîðÿäê³â â³ä 

ö³º¿ ôóíêö³¿: 
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cos sin (cos sin )x x xy e x e x e x x      òà 

(cos sin ) (sin cos ) 2 sin .x x xy e x x e x x e x        

Äàë³ îá÷èñëþºìî çíà÷åííÿ âèõ³äíî¿ ôóíêö³¿ òà îòðèìàíèõ ¿¿ 
ïîõ³äíèõ ó òî÷ö³ x0 = 2: 

2(2) cos 2y e , 2(2) (cos 2 sin 2)y e   òà 2(2) 2 sin 2.y e    

Íàðåøò³, çàïèøåìî øóêàíèé ðÿä Òåéëîðà: 

( )y x  2 2 2 2cos 2 (cos 2 sin 2)( 2) sin 2( 2) ...e e x e x        = 

 2 2cos 2 (cos 2 sin 2)( 2) sin 2( 2) ... .e x x        

Ïðèêëàä 2. Ðîçêëàñòè ôóíêö³¿ cos x ³ 

2

2

x

e


 ó ðÿä Ìàêëîðåíà ç 
òî÷í³ñòþ äî x6, à ôóíêö³þ sin õ – ç òî÷í³ñòþ äî x3. 

Ìàºìî 

2 4 6

cos 1 ...+
2 24 720

x x x
x       

2
2 4 6

2 1 ...+
2 8 48

x
x x x

e


       

3

+ sin ...
6

x
x x    

Ïðèêëàä 3. Ðîçêëàñòè ôóíêö³þ (1 + õ)n â ðÿä Ìàêëîðåíà ç òî-
÷í³ñòþ äî êâàäðàòè÷íîãî ÷ëåíà. 

Îòðèìàºìî 

2( 1)
(1 ) 1 ... .

2

n n n
x n x x


      

§ 4. Дослідження функцій на екстремум 

Çà äîïîìîãîþ ïîõ³äíèõ ìîæíà âèçíà÷èòè ïðîì³æêè ìîíîòîí-
íîñò³ (çðîñòàííÿ àáî ñïàäàííÿ) ³ òî÷êè åêñòðåìóìó (ìàêñèìàëüíå 
àáî ì³í³ìàëüíå çíà÷åííÿ) ôóíêö³¿ íà äåÿêîìó ³íòåðâàë³ (a, b). 

Äîñòàòíÿ îçíàêà ìîíîòîííîñò³. Ðîçãëÿíåìî ôóíêö³þ y = f(x), 
ÿêà äèôåðåíö³éîâàíà íà ³íòåðâàë³ (a, b). ßêùî ó êîæí³é òî÷ö³ 
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öüîãî ³íòåðâàëó âèêîíóºòüñÿ íåð³âí³ñòü ( )y f x  > 0, òî öÿ ôóí-

êö³ÿ º çðîñòàþ÷îþ. ² íàâïàêè, ÿêùî âèêîíóºòüñÿ íåð³âí³ñòü 

( )y f x  < 0, òîä³ öÿ ôóíêö³ÿ º ñïàäíîþ. 

Íåîáõ³äíà óìîâà ³ñíóâàííÿ åêñòðåìóìó. ßêùî ôóíêö³ÿ y = f(x) 

ìàº â òî÷ö³ 0 ( , )x a b åêñòðåìóì, òî ¿¿ ïîõ³äíà â ö³é òî÷ö³ äîð³â-

íþº íóëþ: 0( )y f x   = 0. 

Äîñòàòíÿ óìîâà ³ñíóâàííÿ åêñòðåìóìó. ßêùî ïîõ³äíà ôóíêö³¿ 

y = f(x) äîð³âíþº íóëþ â òî÷ö³ 0 ( , )x a b , òîáòî 0( )y f x   = 0 ³ 

ïðè ïåðåõîä³ ÷åðåç öþ òî÷êó çíà÷åííÿ ïîõ³äíî¿ çì³íþº çíàê ç 

«+» 0( ( ) 0)f x x    íà «—» ( 0( ) 0f x x   ) (àáî íàâïàêè), òî ôóí-

êö³ÿ y = f(x) ìàº åêñòðåìóì â òî÷ö³ õ0, à ñàìå ìàêñèìóì (äîñÿãàº 
ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ) (àáî ì³í³ìóì – äîñÿãàº ì³í³ìàëüíîãî 
çíà÷åííÿ). 

Çàóâàæåííÿ. Òî÷êà õ0 íàçèâàºòüñÿ òî÷êîþ ïåðåãèíó, ÿêùî 

0( ) 0f x   ³ ( )f x  ìàº ð³çí³ çíàêè çë³âà ³ ñïðàâà â³ä òî÷êè õ0. 

Ïðèêëàä 1. ×èñåëüí³ñòü ïîïóëÿö³¿ áàêòåð³é ç ÷àñîì çì³íþºòü-

ñÿ çà çàêîíîì 0 2
( ) 1

t
N t N

a t

    
, äå 0N  – ïî÷àòêîâà ê³ëüê³ñòü 

áàêòåð³é ó ïîïóëÿö³¿; a – äåÿêà êîíñòàíòà. Çíàéòè ìàêñèìàëüíó 

÷èñåëüí³ñòü ïîïóëÿö³¿ áàêòåð³é, ÿêùî 0 1000N  , a = 400. 

Çíàéäåìî ïîõ³äíó: 
2 2 2

0 02 2 2 2

2
.

( ) ( )

a t t a t
N N N

a t a t

    
 

 Ïðèð³â-

íÿºìî ¿¿ äî íóëÿ ³ âèçíà÷èìî òî÷êè åêñòðåìóìó: 20t a   (çì³-

ñòó çàäà÷³ â³äïîâ³äàº ëèøå îäíà äîäàòíà òî÷êà). Ó ö³é òî÷ö³ ôóí-

êö³ÿ ìàº ìàêñèìóì, îñê³ëüêè çà t < 20 0N   , ôóíêö³ÿ çðîñòàº 

(«+»), à çà t > 20 0N   , ôóíêö³ÿ ñïàäàº («—»). Ìàêñèìàëüíà ÷è-
ñåëüí³ñòü ïîïóëÿö³¿ áàêòåð³é ñòàíîâèòü 

20
( 20) 1000 1 1025.

400 400
N t

      
 

Ïðèêëàä 2. Çàãàëüíà åíåðã³ÿ ïîðè ìåìáðàíè, ÿê ôóíêö³ÿ ¿¿ 
ðàä³óñà, îïèñóºòüñÿ ð³âíÿííÿì 

2( ) 2 ,E r r r       

äå ïåðøèé äîäàíîê âèçíà÷àº åíåðã³ºþ êðàþ ïîðè ç ë³í³éíèì íà-

òÿãîì , à äðóãèé – åíåðã³þ ïîðè ç ïîâåðõíåâèì íàòÿãîì . Äîñ-
ë³äèìî öþ ôóíêö³þ íà åêñòðåìóì: 
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0
dE

dr
   2 — 2r = 0  *r





. 

Ó ö³é òî÷ö³ ôóíêö³ÿ Å(r) ìàº ìàêñèìóì, 
2

*E r r
       

, 

îñê³ëüêè çà r < r* 0E   , ôóíêö³ÿ çðîñòàº (íàïðèêëàä, ó òî÷ö³ 

2
r





 

3
0

2 2
E

      
), à çà r > r* 0E    (íàïðèêëàä, ó òî÷ö³ 

2
r





 

2
2 0E

       
), ôóíêö³ÿ ñïàäàº. Ô³çè÷íî öå îçíà÷àº, 

ùî ïîÿâà ïîð ³ç ðàä³óñîì r > r* áóäå ñóïðîâîäæóâàòèñÿ ðîçðèâîì 
ìåìáðàíè âíàñë³äîê íåîáìåæåíîãî ðîçøèðåííÿ ïîðè. Íàâïàêè, 
çà r < r* ïîðà áóäå ñòèñêàòèñÿ ³ ñòàá³ëüí³ñòü ìåìáðàíè çáåðåæåòüñÿ. 

Ïðèêëàä 3. Äîñë³äèòè ôóíêö³þ f(x) = x3 — x2 — x + 1 íà åêñòðåìóì. 

Çíàõîäèìî ïîõ³äíó ³ ïðèð³âíþºìî ¿¿ äî íóëÿ: ( )f x  = 3x2 —  

— 2x — 1 = 0. Îòæå, òî÷êàìè åêñòðåìóìó º õ1 = —
1

3
 ³ õ2 = 1. Ïîçíà-

÷èâøè ¿õ íà îñ³ õ (ðèñ. Ä1.2), äîñë³äèìî íà ¿¿ âåðõí³é ÷àñòèí³ 

çíàê ïîõ³äíî¿ ôóíêö³¿ ( )f x  â îêîë³ öèõ òî÷îê åêñòðåìóìó, â íè-

æí³é – ³íòåðâàëè ìîíîòîííîñò³ ö³º¿ ôóíêö³¿. Ó ðåçóëüòàò³ ìàºìî: 

íà ³íòåðâàë³ (—; —
1

3
) ( )f x  > 0 (ôóíêö³ÿ f(x) çðîñòàº), íà ³íòåð-

âàë³ (—
1

3
; 1) ( )f x  < 0 (ôóíêö³ÿ f(x) ñïàäàº) ³, íàðåøò³, íà ³íòåð-

âàë³ (1; +) ( )f x  > 0 (ôóíêö³ÿ f(x) çíîâó çðîñòàº). Öå îçíà÷àº, 

ùî ôóíêö³ÿ f(x) ó òî÷ö³ õ = —
1

3
 ìàº ëîêàëüíèé ìàêñèìóì (fmax (—

1

3
) = 

= 
32

27
), à ó òî÷ö³ õ = 1 – ëîêàëüíèé ì³í³ìóì (fmin (1) = 0). 

Äîñë³äèìî, ÷è ìàº öÿ ôóíêö³ÿ òî÷êó ïåðåãèíó (ðèñ. Ä1.3). 
Äëÿ öüîãî çíàéäåìî äðóãó ïîõ³äíó ³ ïðèð³âíÿºìî ¿¿ äî íóëÿ: 

( )f x  = 6õ — 2 = 0  õ3 = 
1

3
. Ç ðèñ. Ä1.3 âèäíî, ùî ( )f x  ìàº 

 

 

Ðèñ. Ä1.2. Äîñë³äæåííÿ ôóíêö³¿ f(x) = x3 — x2 — x + 1 íà åêñòðåìóì 
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Ðèñ. Ä1.4. Ãðàô³ê ôóíêö³¿ f(x) = x3 — x2 — 
— x + 1 

ð³çí³ çíàêè çë³âà ³ ñïðàâà â³ä òî÷êè õ3 = 
1

3
, îòæå, öÿ òî÷êà º òî÷-

êîþ ïåðåãèíó ôóíêö³¿ f(õ) (fïåð(
1

3
) = 

16

27
). 

Ñõåìàòè÷íèé ãðàô³ê ôóíêö³¿ f(x) = x3 — x2 — x + 1 íàâåäåíî íà 
ðèñ. Ä1.4. 

§ 5. Функція двох змінних. Частинні похідні 

Ó áàãàòüîõ ïðèêëàäíèõ çàäà÷àõ äîâîäèòüñÿ ìàòè ñïðàâó ç ôóíê-
ö³ÿìè íå îäí³º¿ çì³ííî¿, à áàãàòüîõ. Íàïðèêëàä, ð³âåíü ðàä³î-
àêòèâíîãî çàáðóäíåííÿ º ôóíêö³ºþ òàêîæ êîîðäèíàò ÷àñó, òèñê 
ãàçó º òàêîæ ôóíêö³ºþ îá’ºìó òåìïåðàòóðè òà ³í. 

Íåõàé çàäàíî çàêîí z = f(x, y), çà ÿêèì êîæí³é âïîðÿäêîâàí³é ïà-
ð³ íåçàëåæíèõ çì³ííèõ (x, y) íàâîäèòüñÿ ó â³äïîâ³äí³ñòü õî÷à á ºäèíå 
÷èñëî z. ×èñëî z íàçèâàþòü çíà÷åííÿì ôóíêö³¿ f ó òî÷ö³ (x, y). 

Ïðèêëàä 1. Ðîçãëÿíåìî ôóíêö³þ äâîõ çì³ííèõ 2 2 1z x y   . 

Îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ö³º¿ ôóíêö³¿ – öå ìíîæèíà óñ³õ òî÷îê, ÿê³ 

çàäîâîëüíÿþòü íåð³âíîñò³ 1 — õ2 — ó2  0  õ2 + ó2  1 (ð³âíÿííÿ 
êîëà ðàä³óñîì 1 ç öåíòðîì ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò). Ìíîæèíîþ 
çíà÷åíü ôóíêö³¿ º â³äð³çîê [0; 1]. 

Íåõàé ôóíêö³ÿ z = f(Ì) âèçíà÷åíà ó äåÿêîìó îêîë³ òî÷êè 
Ì(õ, ó). Òîä³ ÷àñòèííà ïîõ³äíà ö³º¿ ôóíêö³¿ çà çì³ííîþ õ (àáî ó) 
 

 

 
 

 

Ðèñ. Ä1.3. Äîñë³äæåííÿ ôóíêö³¿ f(x) = x3 — x2 — x + 1 íà ïåðåãèí 
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âèçíà÷àºòüñÿ ÿê çâè÷àéíà ïîõ³äíà ôóíêö³¿ îäí³º¿ çì³ííî¿ õ (àáî ó) 
çà ô³êñîâàíîãî çíà÷åííÿ çì³ííî¿ ó (àáî õ) ³ ïîçíà÷àºòüñÿ òàê (÷àñ-

òèííà ïîõ³äíà ïåðøîãî ïîðÿäêó): àáî x y

z z
z z

x y

       
. 

Ïðèêëàä 2. Çíàéòè ÷àñòèíí³ ïîõ³äí³ ïåðøîãî ³ äðóãîãî ïîðÿä-

ê³â ôóíêö³¿ 2 3( , ) 5 .u x y x y xy    

const

2 5 ,x

y

u
u x y

x 

   


2

const

3 5 ,y

x

u
u y x

y 

   


2

2

const

2,xx

y

u
u

x 

  


 
2

2

const

6yy

x

u
u y

y 

  


, 

const
const

5.xy yx

x
y

u
u u

x y
 

             
 

Çàóâàæåííÿ. Ïîõ³äí³ xy yxu u   íàçèâàþòüñÿ ì³øàíèìè ÷àñ-

òèííèìè ïîõ³äíèìè. 
Ïðèêëàä 3. Çíàéòè ÷àñòèíí³ ïîõ³äí³ ïåðøîãî ïîðÿäêó â³ä ôóíê-

ö³¿ arccos 
x

z
y

 . 

22 2

1 1 1
;

1 1

z z x

x y y yx x

y y

  
            

    
   

 

22

1
.

1

x

yx

y


 

  
 

 

Ïðèêëàä 4. Çíàéòè ÷àñòèíí³ ïîõ³äí³ äðóãîãî ïîðÿäêó â³ä ôóíê-
ö³¿ z =  y2 sin x. 

Äëÿ öüîãî çíàéäåìî ñïî÷àòêó ÷àñòèíí³ ïîõ³äí³ ïåðøîãî ïîðÿäêó  

2 cos ; 2 sin .x y

z z
z y x z y x

x y

     
 

 

Äàë³ îòðèìàºìî 
2 2

2

2 2
sin ; 2 sin ;xx yy

z z
z y x z x

x y
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2

2 cos 2 cos ;yx

z z
z y x y x

y x y x y

             
 

 
2 2

2 sin 2 cos .xy yx

z z z
z y x y x z

x y x y x y x

                   
 

§ 6. Невизначений інтеграл. Основні методи  
інтегрування функцій 

Ó áàãàòüîõ ïðàêòè÷íèõ çàäà÷àõ ïîòð³áíî âì³òè çíàõîäèòè ôóíê-

ö³þ f(x) çà ¿¿ ïîõ³äíîþ ( )f x , òîáòî âèêîíóâàòè îïåðàö³þ, çâîðî-

òíó äèôåðåíö³þâàííþ. ¯¿ íàçèâàþòü ³íòåãðóâàííÿì. 
Ôóíêö³ÿ F(x) íàçèâàºòüñÿ ïåðâ³ñíîþ äëÿ ôóíêö³¿ f(x) íà äå-

ÿêîìó ïðîì³æêó Õ, ÿêùî  õ  Õ âèêîíóºòüñÿ ð³âí³ñòü ( )F x  = f(x). 

Çàóâàæåííÿ. Ïåðâ³ñíà F(õ) äëÿ ôóíêö³¿ f(x) âèçíà÷àºòüñÿ ç òî÷-

í³ñòþ äî äåÿêî¿ äîâ³ëüíî¿ ñòàëî¿ Ñ, îñê³ëüêè  ( )F x C    

'( ) ( ).F x f x   

Ìíîæèíà ôóíêö³é F(x) + Ñ íàçèâàºòüñÿ íåâèçíà÷åíèì ³íòåã-
ðàëîì â³ä ôóíêö³¿ f(x) íà ïðîì³æêó Õ ³ ïîçíà÷àºòüñÿ òàê: 

( )  ( ) .f x dx F x C                    (Ä1.17) 

Âëàñòèâîñò³ íåâèçíà÷åíîãî ³íòåãðàëà 

1. Êîíñòàíòó ìîæíà âèíåñòè çà çíàê ³íòåãðàëà: ( )Ñf x dx   

= Ñ ( )f x dx . 

2. ²íòåãðàë â³ä ñóìè (àáî ð³çíèö³) ôóíêö³é äîð³âíþº ñóì³ (àáî 

ð³çíèö³) ³íòåãðàë³â öèõ ôóíêö³é:  ( ) ( )f x x dx   = ( )f x dx   

 ( )x dx . 

3. Íåâèçíà÷åíèé ³íòåãðàë â³ä äèôåðåíö³àëà íåïåðåðâíî¿ ôóí-
êö³¿, ùî äèôåðåíö³þºòüñÿ, äîð³âíþº ö³é ôóíêö³¿ ç òî÷í³ñòþ äî 

êîíñòàíòè: ( ) ( )df x f x C  . 

Ç òàáëèö³ ïîõ³äíèõ åëåìåíòàðíèõ ôóíêö³é ìîæíà ñêëàñòè 
òàáëèöþ íàéïðîñò³øèõ íåâèçíà÷åíèõ ³íòåãðàë³â: 
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1. 
1

 ( 1);
1

n
n x

x dx C n
n



   
  

2. ln ;
dx

x C
x

   

3. 
2 2

1
arctg ;

dx x
C

a aa x
 

  

4. 
2 2

arcsin ;
dx x

C
aa x

 


  

5. 2 2

2 2
ln ;

dx
x x a C

x a
   


  

6.  , 0 1 ,
ln

x
x a

a dx C a
a

     

   ;x xe dx e C   

7. sin cos ,x dx x C    

   cos sin ;x dx x C   

8. 
2

tg ,
cos

dx
x C

x
   

   
2

dx
ctg .

sin
x C

x
    

Îá÷èñëèòè ³íòåãðàë îçíà÷àº çâåñòè éîãî äî òàáëè÷íîãî çà äî-
ïîìîãîþ òèõ ÷è ³íøèõ ìåòîä³â. 

Ïðèêëàä 1. Áåçïîñåðåäíº ³íòåãðóâàííÿ – ³íòåãðóâàííÿ, ÿêå 
ïðîâîäÿòü ç âèêîðèñòàííÿì îñíîâíèõ ³íòåãðàë³â. Îá÷èñëèòè ³í-

òåãðàë 3(3 2 1) .x x dx   

3 3 4 23
(3 2 1) 3 2 .

4
x x dx x dx xdx dx x x x C             

Ïðèêëàä 2. Îá÷èñëèòè ³íòåãðàë 
2

2

1
.

1

x
dx

x


  

2 2

2 2 2

1 1 2
2 2arctg .

1 1 1

x x dx
dx dx dx x x C

x x x
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Ïðèêëàä 3. Ìåòîä çàì³íè çì³ííî¿ (ï³äñòàíîâêè). Îá÷èñëèòè 

³íòåãðàë 
2

3
.

( 1)

x
dx

x   

Ó ï³ä³íòåãðàëüí³é ôóíêö³¿ çðîáèìî çàì³íó: 1x t x     

1t  . Ââàæàþ÷è, ùî x i t – íåçàëåæí³ çì³íí³, âñòàíîâèìî 
çâ’ÿçîê ì³æ ¿õ äèôåðåíö³àëàìè: dx = dt. Ó ðåçóëüòàò³ ìàºìî (êî-
ðèñòóþ÷èñü îñíîâíèìè ³íòåãðàëàìè): 

 
 22

3 3 2 3

1 1 2 1

1

tx
dx dt dt

tt t tx

       
 

    

2 2

2 1 2 1
ln ln 1 .

12 2 ( 1)
t C x C

t xt x
        

 
 

Ïðèêëàä 4. Îá÷èñëèòè ³íòåãðàë 3cos  sin .x x dx  

4
3 3 cos

cos  sin
sin  4

x t t
x x dx t dt C

x dx dt


      
  

4cos  
.

4

x
C   

Ïðèêëàä 5. Îá÷èñëèòè ³íòåãðàë 
2

1
 .

4 9

x
dx

x x


   

2 2 2

1 1 1 1

54 9 ( 2) 5 2
1

5

x x x
dx dx dx

x x x x

  
  

     
   
 

    

2 2 2

2
5 2 5 11 1

5  
1 1 15  5

5

x
t x t t t dt

dt  dt
t t t

dx dt


    

    
  


  

 

2

2

1
1 1 1

 arctg  ln 11
2 22  5

2

t y
dy

t t
yt dt dy t dt dy

 
     

     

2

1 1 2 1 2
 arctg   ln 1 arctg .

25 5 5 5

x x
t C C
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Ïðèêëàä 6. Îá÷èñëèòè ³íòåãðàë 
3

.
dx

x x  

6 5 3 3

2 353

( 1) —1
6 6 6

1 16

x tdx t dt t dt t dt

t tt tx x dx t dt

 
    

       

 2 3 2
1

 6 1 6 2 3 6 6
1

t ydt dy
t t dt t t t

dt dyt y

 
         

    

3 22 3 6 6 ln 1t t t t C        

 63 62 3 6 6 ln  1 .x x x x C       

Ïðèêëàä 7. Ìåòîä ³íòåãðóâàííÿ çà ÷àñòèíàìè. Íåõàé ôóíêö³¿ 
u(x) ³ v(x) âèçíà÷åí³ òà äèôåðåíö³éîâàí³ íà äåÿêîìó ïðîì³æêó Õ, 
òîä³ ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà ³íòåãðóâàííÿ çà ÷àñòèíàìè 

   u dv u v v du   .                 (Ä1.18) 

Îá÷èñëèòè ³íòåãðàë .xxe dx  

 

  ( 1) .x x x x x

x x

u x

x e  dx dv e  dx x e e  dx x e C

dv e  dx v e



       

  
 

 
 

Ïðèêëàä 8. Îá÷èñëèòè ³íòåãðàë 2 sin .x x dx  

2

2

 

sin  sin 

sin —cos 

u x

x x dx dv x dx

dv x dx v x


   

  


 
 

2 cos 2 cos x x x xdx     

2 
cos 2  sin — 2 sin 

cos sin 

u x
x x x x x dx

dv xdx v x


    

     

 2 2cos 2  sin 2cos 2  cos 2  sin .x x x x x C x x x x C          
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§ 7. Визначений інтеграл (формула Ньютона–
Лейбніца). Ряд Фур’є 

ßêùî ôóíêö³ÿ f(õ) íåïåðåðâíà íà [a; b], òî âîíà ³íòåãðîâàíà 

íà íüîìó, òîáòî ³ñíóº âèçíà÷åíèé ³íòåãðàë ( )
b

a
f x dx , äå ÷èñëà a ³ 

b íàçèâàþòüñÿ íèæíüîþ ³ âåðõíüîþ ìåæåþ ³íòåãðóâàííÿ ôóíêö³¿ 
f(õ) â³äïîâ³äíî. 

Ðîçãëÿíåìî ïëîñêó ô³ãóðó (êðèâîë³í³éíó òðàïåö³þ), îáìåæåíó 
ãðàô³êîì íåïåðåðâíî¿ ôóíêö³¿ y = f(x), ïðÿìèìè x = a, x = b ³ â³ä-
ð³çêîì [a, b] îñ³ àáñöèñ Îx (ðèñ. Ä1.5). Âèÿâëÿºòüñÿ, ùî ïëîùó 
ö³º¿ òðàïåö³¿ ìîæíà îá÷èñëèòè âèçíà÷åíèì ³íòåãðàëîì 

( )
b

a

S f x dx  , äå a ³ b – íèæíÿ ³ âåðõíÿ ìåæ³ ³íòåãðàëà â³äïîâ³ä-

íî (ãåîìåòðè÷íèé çì³ñò âèçíà÷åíîãî ³íòåãðàëà). 
Çàóâàæåííÿ 1. Òèïîâà ³çîìåòðè÷íà ìåõàíîê³íåòè÷íà êðèâà 

ïðîöåñó ñïîíòàííîãî ñêîðî÷åííÿ–ðîçñëàáëåííÿ ãëàäåíüêîãî 
ì’ÿçà àíòðàëüíîãî â³ää³ëó øëóíêà (antrum) (ÿê ïðèêëàä) ïðåäñòà-
âëåíà íà ðèñ. Ä1.6. Çíàþ÷è âèãëÿä çàëåæíîñò³ F(t) (ñèëà ñêîðî-
÷åííÿ–ðîçñëàáëåííÿ ì’ÿçà ÿê ôóíêö³ÿ ÷àñó), ìîæíà ðîçðàõóâàòè 
(àáî âèçíà÷èòè çà äàíèìè åêñïåðèìåíòó) âåëè÷èíó ïëîù³, ÿêó 
îïèñóº öÿ ìåõàíîê³íåòè÷íà êðèâà çà ïåâíèé ïðîì³æîê ÷àñó [t1; t2]: 

    

Ðèñ. Ä1.5. Ïëîùà êðèâîë³í³éíî¿ òðàïåö³¿ ( )
b

a

S f x dx   

Ðèñ. Ä1.6. ²çîìåòðè÷íà ìåõàíîê³íåòè÷íà êðèâà ñïîíòàííîãî ñêîðî÷åííÿ–
ðîçñëàáëåííÿ ãëàäåíüêîãî ì’ÿçà àíòðàëüíîãî â³ää³ëó øëóíêà (antrum) 
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2

1

( ) .
t

t

S F t dt   Ïî ñóò³, öåé á³îìåõàí³÷íèé ïàðàìåòð º ïîêàçíèêîì 

ïðàöåçäàòíîñò³ ì’ÿçà: ÷èì á³ëüøà ïëîùà, òèì á³ëüøó ñèëó ðîçâè-
âàº ì’ÿç ç ÷àñîì. 

Çàçíà÷èìî äåÿê³ îñíîâí³ âëàñòèâîñò³ âèçíà÷åíîãî ³íòåãðàëà: 

1) ( )  — ( ) ;
b a

a b

f x dx f x dx   

 2) ( ) ( ) ( ) , ; .
b c b

a a c

f x dx f x dx f x dx c a b      

Äëÿ òîãî ùîá îá÷èñëèòè âèçíà÷åíèé ³íòåãðàë, ñêîðèñòàºìîñü 
îñíîâíîþ ôîðìóëîþ ³íòåãðàëüíîãî ÷èñëåííÿ (ôîðìóëà Íüþòî-
íà–Ëåéáí³öà) 

( ) ( ) ( ) ( ),
b

b
a

a

f x dx F x F b F a              (Ä1.20) 

äå F(x) – ïåðâ³ñíà ôóíêö³¿ f(x). 

Ïðèêëàä 1. Îá÷èñëèòè ³íòåãðàë 
2

2

0

3 .x dx  

2
2

0

3 3x dx 
2

2

0

x dx 
2

3

0
x  = 8. 

Ïðèêëàä 2. Îá÷èñëèòè ³íòåãðàë 
1

 ln .
e

x x dx  

2

1

ln 

 ln 
2

e

u x

x
x x dx dv x dx v



     

2 2
2 2

1 1

1 1 1 1
ln   ( 1).

2 1 2 2 2 4

e ex e e
x x dx x dx e

x
        

Ïðèêëàä 3. Îá÷èñëèòè ³íòåãðàë 
1 4

2
0

 .
5

x
dx

x   

 
1 1 1 14 4

2

2 2 2
0 0 0 0

25 1
  25  5  

5 5 5

x x
dx dx dx x dx

x x x


    

       

(Ä1.19)
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11 3
1

2 0
0 0

51 14
25  5

3 35 5

x yx
dx x

x dx dy


      

 
  

1
5

2
0

1 14 1
+ 5 5  5 5 arctg .

31 5
dy

y
  

  

Âèêîíàâøè çàì³íó â ï³ä³íòåãðàëüíîìó âèðàç³, ìè îäðàçó çì³-

íèëè ìåæ³ ³íòåãðóâàííÿ: êîëè 0 0x y   ³ за 11 .
5

x y    

Íåõàé ôóíêö³ÿ f(x) âèçíà÷åíà òà ³íòåãðîâàíà íà [—l; l], òîä³ 
÷èñëà 

0

—

1
( ) ,

l

l

a f x dx
l

                          (Ä1.21) 

—

1
( ) cos      ïðè 0  ( – ö³ë³  ÷èñëà)

l

n

l

n x
a f x dx  n n

l l

   
  ,  (Ä1.22) 

—

1
( ) sin

l

n

l

n x
b f x dx

l l

   
                   (Ä1.23) 

íàçèâàþòüñÿ êîåô³ö³ºíòàìè Ôóð’º, à 

0

1

cos   sin
2

n n
n

a n x n x
a b

l l





           
    

           (Ä1.24) 

– ðÿäîì Ôóð’º ôóíêö³¿ f(x). 
Ïî ñóò³, ðÿä Ôóð’º – öå ïðåäñòàâëåííÿ ôóíêö³¿ f(x) ó âèãëÿä³ 

ñóïåðïîçèö³¿ ãàðìîí³÷íèõ êîëèâàíü. Îòæå, àíàë³ç Ôóð’º äàº çìî-
ãó âèÿâèòè êîëèâàëüí³ êîìïîíåíòè äîñë³äæóâàíèõ ôóíêö³îíàëü-
íèõ çàëåæíîñòåé. 

ßêùî ôóíêö³ÿ f(x) ïàðíà (f(—x) =  f(x)), òî ï³ä ÷àñ ¿¿ ³íòåãðó-
âàííÿ çà ñèìåòðè÷íèìè ìåæàìè ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà 

0

( ) 2 ( ) .
l l

l

f x dx f x dx


                     (Ä1.25) 

ßêùî ôóíêö³ÿ f(x) íåïàðíà (f(—x) = —f(x)), òî ³íòåãðàë â³ä íå¿ 
çà ñèìåòðè÷íèìè ìåæàìè òîòîæíî äîð³âíþº íóëþ. 

Çàóâàæåííÿ 2. ßêùî ôóíêö³ÿ f(x) ïàðíà, òî êîåô³ö³ºíòè bn  0, 

à ÿêùî íåïàðíà – àn  0. 
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Ïðèêëàä 8. Ðîçêëàñòè ôóíêö³þ ( )f x x  ó ðÿä Ôóð’º íà [—; ]. 

Ôóíêö³ÿ ( )f x x  º ïàðíîþ (f(—x) = f(x)), òîä³ bn  0 ³ 

2

0

0

 2 2

 02

x
a x dx

 
 
   = ; 

0

 
2

 cos   sin  
 cos   n

x u

a x nx dx nx
dv nx dx v

n

 
 

     = 

2 2
0

  2 sin  2 2 cos  2 
sin   ( 1) 1

 0  0

nx nx nx
nx dx

n n n n

 
             

2

0,     ïàðíå,  

4
,     íåïàðíå.

n

n
n


 
 

 

Îòæå, øóêàíèé ðÿä Ôóð’º ôóíêö³¿ f(x) ìàº òàêèé âèãëÿä: 

4 1
cos  cos  3 ... .

2 9
x x x

        
 

§ 8. Лінійні та нелінійні диференціальні рівняння 
першого порядку. Задача Коші 

Ï³ä ÷àñ âèâ÷åííÿ á³îëîã³÷íèõ ÿâèù àáî ïðîöåñ³â ó ìåæàõ ìà-
òåìàòè÷íèõ ìîäåëåé íå çàâæäè âäàºòüñÿ çíàéòè áåçïîñåðåäíüî 
çàëåæí³ñòü ì³æ âåëè÷èíàìè, ùî ¿õ îïèñóþòü. Îäíàê ìîæíà âñòà-
íîâèòè çâ’ÿçîê ì³æ ïåâíèìè âåëè÷èíàìè (íàçâåìî ¿õ ôóíêö³ÿìè) 
³ øâèäêîñòÿìè ¿õ çì³íè (ïîõ³äí³ öèõ ôóíêö³é) â³äíîñíî ³íøèõ 
âåëè÷èí (ââàæàòèìåìî ¿õ íåçàëåæíèìè çì³ííèìè). Îòæå, ìîæíà 
ïîáóäóâàòè ð³âíÿííÿ, â ÿêå íåâ³äîì³ ôóíêö³¿ âõîäÿòü ï³ä çíàêîì 
ïîõ³äíî¿. Òàê³ ð³âíÿííÿ íàçèâàþòüñÿ äèôåðåíö³àëüíèìè. Âîíè º 
îäíèì ³ç îñíîâíèõ ³íñòðóìåíò³â ñó÷àñíî¿ òåîð³¿ ìîäåëþâàííÿ, 
âêëþ÷àþ÷è ïðîöåñè ðîçâèòêó æèâèõ ñèñòåì. 

Äèôåðåíö³àëüíèì íàçèâàºòüñÿ ð³âíÿííÿ, ÿêå êð³ì ôóíêö³¿ y òà 

çì³ííî¿ x ì³ñòèòü âèù³ ïîõ³äí³ ôóíêö³¿ ( ), ... ny y . 

Íàéâèùèé ïîðÿäîê ïîõ³äíî¿, ÿêà âõîäèòü ó äèôåðåíö³àëüíå 
ð³âíÿííÿ, íàçèâàºòüñÿ ïîðÿäêîì äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ.  
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Äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ º ë³í³éíèì, ÿêùî íåâ³äîìà ôóíêö³ÿ 

y òà ¿¿ ïîõ³äíà y âõîäÿòü ó ð³âíÿííÿ ëèøå ó ïåðøîìó ñòóïåí³. 

Ó ðàç³ ôóíêö³¿ îäí³º¿ çì³ííî¿ y(x) ð³âíÿííÿ íàçèâàºòüñÿ çâè-
÷àéíèì äèôåðåíö³àëüíèì ð³âíÿííÿì. ßêùî ó ôóíêö³¿ äâ³ (y = f(x, z)) 
³ á³ëüøå çì³ííèõ, òî öå äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ ó ÷àñòèííèõ ïî-
õ³äíèõ. 

Ïðîöåäóðà çíàõîäæåííÿ ðîçâ’ÿçê³â äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿí-
íÿ íàçèâàºòüñÿ ³íòåãðóâàííÿì öüîãî ð³âíÿííÿ. 

Çàãàëüíèé âèãëÿä äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ ïåðøîãî ïî-
ðÿäêó: 

( ) ( , )
dy

y x f x y
dx

   ,                     (Ä1.26) 

äå x – íåçàëåæíà çì³ííà; y(x) – øóêàíà ôóíêö³ÿ; ( )y x – ¿¿ 

ïîõ³äíà. 
ßêùî ó ð³âíÿíí³ (Ä1.26) ôóíêö³þ f(x, y) ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó 

âèãëÿä³ f(x, y) = f1(x)f2(y), òî ð³âíÿííÿ 

1 2 1

2

( ) ( ) ( ) 
( )

dy dy
y f x f y f x dx

dx f y
             (Ä1.27) 

íàçèâàºòüñÿ äèôåðåíö³àëüíèì ð³âíÿííÿì ç â³äîêðåìëþâàíèìè çì³ííèìè. 
Ïðèêëàä 1. Ðîçãëÿíåìî íåë³í³éíå äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ 

2 1 ( )
dy

y x f x
dx

     . Ëåãêî ïåðåâ³ðèòè, ùî ôóíêö³ÿ ( )y x   

3

3

x
x C   , äå Ñ – äîâ³ëüíà ñòàëà, º çàãàëüíèì ðîçâ’ÿçêîì öüîãî 

äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ. Çàëåæíî â³ä çíà÷åííÿ Ñ îòðèìóºìî 
ö³ëèé íàá³ð ðîçâ’ÿçê³â. Çàäàþ÷è, íàïðèêëàä, òàêó ïî÷àòêîâó óìîâó 

0 0

0

( )
 

y y x y
x x

 


,                   (Ä1.28) 

ìîæíà îòðèìàòè ÷àñòèííèé ðîçâ’ÿçîê äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿí-
íÿ. Äëÿ öüîãî çíàéäåìî ñòàëó Ñ 

3 3
0 0

0 0 0 0 .
3 3

x x
y x C C y x        

Ó ðåçóëüòàò³ ìàºìî 
33
0

0 0 .
3 3

xx
y x y x      
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Çíàéòè ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (Ä1.26), ÿêå çàäîâîëüíÿº 
ïî÷àòêîâ³é óìîâ³ (Ä1.28), º îäí³ºþ ç âàæëèâèõ çàäà÷ òåîð³¿ äèôå-
ðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü. Öÿ çàäà÷à íàçèâàºòüñÿ çàäà÷åþ Êîø³. 

Ïðèêëàä 2. Ðîçâ’ÿçàòè ð³âíÿííÿ 
y

dy x
y

dx e
    çà ïî÷àòêîâî¿ 

óìîâè ó(0) = 0. 

Ìàºìî 
y

dy x
y

dx e
     .ye  dy x dx  

²íòåãðóºìî ë³âó é ïðàâó ÷àñòèíè öüîãî ð³âíÿííÿ 

2 2 2

,   ln .
2 2 2

y yx x x
e  dy x dx C e C y C

 
        

 
   

Ç ïî÷àòêîâî¿ óìîâè âèçíà÷èìî ñòàëó Ñ: 0 ln 1.C C    

Øóêàíèé ðîçâ’ÿçîê: 
2

( ) ln 1 .
2

x
y x

 
  

 
 

Ïðèêëàä 3. Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ïðî çàêîí «ïðèðîäíîãî ðîñòó». 
Çã³äíî ç íèì, øâèäê³ñòü «ðîñòó» ê³ëüêîñò³ ðå÷îâèíè m ïðÿìî 
ïðîïîðö³éíà ¿¿ âåëè÷èí³. Øâèäê³ñòü «ðîñòó» ê³ëüêîñò³ ðå÷îâèíè º 
øâèäê³ñòþ çì³íè âåëè÷èíè m ç ÷àñîì t, òîáòî äîð³âíþº ¿¿ ïîõ³ä-

í³é ,
dm

m
dt

   òîä³ çàêîí «ïðèðîäíîãî ðîñòó» ìîæíà çàïèñàòè òàê: 

,
dm

m km
dt

    

äå k – êîåô³ö³ºíò ïðîïîðö³éíîñò³ (k > 0). 
Ðîçâ’ÿæåìî öå ë³í³éíå äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ: 

dm dm
km kdt

dt m
   

dm
k dt

m
   ln m kt C    

.kt C C kt ktm e e e Ce    
 

 

Ïðèïóñòèìî, ùî ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó, ïðèéíÿòèé çà 
íóëü, ê³ëüê³ñòü ðå÷îâèíè äîð³âíþâàëà m0 = m(0) (çàäà÷à Êîø³). 
Îòæå, îòðèìóºìî øóêàíèé ðîçâ’ÿçîê ó âèãëÿä³ åêñïîíåíö³àëüíî¿ 

ôóíêö³¿ 0( ) ktm t m e . 

Çàçíà÷èìî, ùî çà òàêèì óí³âåðñàëüíèì çàêîíîì, íàïðèêëàä, 
â³äáóâàºòüñÿ ïîä³ë áàêòåð³é, à òàêîæ çá³ëüøåííÿ ÷èñåëüíîñò³ ïî-
ïóëÿö³¿ ç ÷àñîì áåç óðàõóâàííÿ êîíêóðåíö³¿ (çàêîí Ìàëüòóñà). 
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Çàóâàæåííÿ. Ó âèïàäêó, êîëè k < 0, îòðèìóºìî: 1) çàêîí ðàä³î-
àêòèâíîãî ðîçïàäó (øâèäê³ñòü ðîçïàäó ðàä³îàêòèâíî¿ ðå÷îâèíè 
ïðÿìî ïðîïîðö³éíà ¿¿ ê³ëüêîñò³); 2) çì³íó êîíöåíòðàö³¿ ë³êàðñü-
êîãî ïðåïàðàòó â îðãàí³çì³ âíàñë³äîê éîãî âèâåäåííÿ (òîáòî çìåí-
øåííÿ) ïðèðîäíèì øëÿõîì. 

Ïðèêëàä 4. Â³äîìî, ùî äèíàì³êó ÷èñåëüíîñò³ ïîïóëÿö³¿ îïè-
ñóº ìîäåëü Ôåðõþëüñòà. Çã³äíî ç íåþ, ê³ëüê³ñòü îñîáèí, ÿêà íà-
ðîäæóºòüñÿ â ïîïóëÿö³¿, ïðÿìî ïðîïîðö³éíà ¿¿ ê³ëüêîñò³ (ââàæàº-
ìî, ùî íàðîäæóâàí³ñòü ïåðåâèùóº ïðèðîäíó ñìåðòí³ñòü), à çìåí-
øåííÿ ê³ëüêîñò³ îñîáèí ïîïóëÿö³¿ â³äáóâàºòüñÿ âíàñë³äîê âíóò-
ð³øíüîâèäîâî¿ êîíêóðåíö³¿ (êîíêóðåíö³þ ì³æ îñîáèíàìè âèäó 
ìîæíà âèçíà÷èòè ÿê âèêîðèñòàííÿ äåÿêîãî ðåñóðñó (¿æ³, âîäè, 
ñâ³òëà, ïðîñòîðó òîùî) áóäü-ÿêèì îðãàí³çìîì, ÿêèé òèì ñàìèì 
çìåíøóº äîñòóï öüîãî ðåñóðñó äëÿ ³íøèõ îðãàí³çì³â öüîãî âèäó). 
Îòæå, ïîïóëÿö³éíà ìîäåëü âíóòð³øíüîâèäîâî¿ êîíêóðåíö³¿ îïè-

ñóºòüñÿ ëîã³ñòè÷íèì ð³âíÿííÿì: 2dN
aN bN

dt
  . Ïåðøèé (ë³í³é-

íèé) äîäàíîê âèçíà÷àº çðîñòàííÿ ÷èñåëüíîñò³ ïîïóëÿö³¿ N ç³ 
øâèäê³ñòþ à, äðóãèé (êâàäðàòè÷íèé: íàéìåíøà ê³ëüê³ñòü êîíêó-
ðóþ÷èõ îñîáèí äîð³âíþº äâîì), íàâïàêè, ¿¿ çìåíøåííÿ ç³ øâèä-
ê³ñòþ b. 

Ðîçâ’ÿæåìî öå íåë³í³éíå äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ çà ïî÷àò-
êîâî¿ óìîâè N(0) = N0 òà ïîáóäóºìî ãðàô³ê øóêàíî¿ ôóíêö³¿ N(t) 
çà òàêèõ ïàðàìåòð³â ìîäåë³: a = 1, b = 0,5 ³ N(0) = 10. 

2

2 2
2

dN dN dN dN
aN bN dt

adt aN bN aN bN
N b

N

      
     

 

   

2

1

1 1
ln1

y b axx
dx dyN

y
dN b ax a y ady adx dx dy

dx a
N

 
       

      
   

1 1
ln ( ) ln at aC ata a

b ax b t C b e Ce
a a N N

               
 

  

0
0

0

( ) (0)
at

a bNa a
N t N N C

b C Nb Ce
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0

0 0

( ) .
( ) at

aN
N t

bN a bN e 
 

 

Ãðàô³ê øóêàíî¿ ôóíêö³¿ 
10

( )
5 4 t

N t
e


 ïðåäñòàâëåíèé íà 

ðèñ. Ä1.7. ßê áà÷èìî, ÷èñåëüí³ñòü ïîïóëÿö³¿ ç ÷àñîì ñïàäàº, íà-
áëèæàþ÷èñü äî äåÿêîãî çíà÷åííÿ Ê (ãðàíè÷íà ãóñòîòà íàñè÷åííÿ 

ïîïóëÿö³¿: 
10

( ) lim
5 4 tt

N t
e

   


10
lim 2 )

4
5

t

t

K

e


 


. 

Ïðèêëàä 5. Ôîòîñèíòåç – öå ïðîöåñ ïåðåòâîðåííÿ ïîãëèíó-
òî¿ åíåðã³¿ ñâ³òëà â õ³ì³÷íó åíåðã³þ îðãàí³÷íèõ ñïîëóê. Ùîð³÷íî 
âíàñë³äîê ôîòîñèíòåçó íà Çåìë³ ñèíòåçóºòüñÿ áëèçüêî 150 ìëðä ò 
îðãàí³÷íî¿ ðå÷îâèíè é âèä³ëÿºòüñÿ ïîíàä 200 ìëðä ò â³ëüíîãî 
êèñíþ, ÿêèé íå ëèøå çàáåçïå÷óº äèõàííÿ æèâèõ îðãàí³çì³â, à é 
çàõèùàº ¿õ â³ä çãóáíîãî âïëèâó óëüòðàô³îëåòîâèõ êîñì³÷íèõ ïðî-
ìåí³â. 

Ðîçãëÿíåìî ìîäåëü ôîòîñèíòåçó, ÿêà îïèñóº ðàä³àö³éí³ åêñ-
ïåðèìåíòè ç ô³òîïëàíêòîíîì: 

 0 ,
dP

r P P kP
dt

    

äå P – øâèäê³ñòü ôîòîñèíòåçó â ìîìåíò ÷àñó t; P0 – øâèäê³ñòü 
ôîòîñèíòåçó â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó, ïðèéíÿòèé çà t = 0; r, 
k – êîåô³ö³ºíòè çðîñòàííÿ ³ çìåíøåííÿ øâèäêîñò³ ôîòîñèíòåçó 
â³äïîâ³äíî. 

Ðîçâ’ÿæåìî é ïðîàíàë³çóºìî öå ë³í³éíå äèôåðåíö³àëüíå ð³â-
íÿííÿ çà ïî÷àòêîâî¿ óìîâè P(0) = P0. 

   0

0

dP dP
r P P kP dt

dt rP r k P
     

 
 

 
 
 
 
 
 
 

Ðèñ. Ä1.7. Ãðàô³ê ôóíêö³¿ 
10

( )
5 4 t

N t
e
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0

0

1
rP r k P x

dP dx
r k dP dx dt

rP r k P r k x
dx

dP
r k

  

       
  

 


    

  ( )
0ln ( ) r k tx r k t C x rP r k P Ce            

( )0
0 0( ) (0)r k trP C

P t e P P C kP
r k r k

         
 

 

 ( )0( ) .r k tP
P t r ke

r k

   


 

Ðîçãëÿíåìî ãðàíè÷í³ âèïàäêè: 
1) Êîåô³ö³ºíò çðîñòàííÿ øâèäêîñò³ ôîòîñèíòåçó äîñèòü ìà-

ëèé, òîáòî 0r  , òîä³ ìàºìî 

0( ) .ktP t P e  

Ó öüîìó âèïàäêó ôîòîñèíòåç çìåíøóºòüñÿ ç ÷àñîì çà åêñïî-
íåíö³àëüíèì çàêîíîì ³ çðåøòîþ ïðèïèíÿºòüñÿ, òîáòî ôîòîñèí-
òåçóþ÷èé îðãàí³çì ãèíå. 

2) Ç³ çá³ëüøåííÿì ÷àñó, òîáòî êîëè t   , ( ) 0r k te    ³ 

0( )
P r

P t
r k




, ùî â³äïîâ³äàº ôóíêö³îíóâàííþ äîñë³äæóâàíî¿ ìî-

äåëüíî¿ ñèñòåìè â îêîë³ ñòàö³îíàðíîãî ñòàíó 0 .
dP

dt

  
 

 

Ð³âíÿííÿ  

( ) ( ), y p x y f x                         (Ä1.29) 

äå ð(õ) ³ f(x) – íåïåðåðâí³ ôóíêö³¿, íàçèâàºòüñÿ ë³í³éíèì äèôåðåí-
ö³àëüíèì ð³âíÿííÿì ïåðøîãî ïîðÿäêó (íåâ³äîìà ôóíêö³ÿ òà ¿¿ 
ïîõ³äíà âõîäÿòü ó ð³âíÿííÿ (Ä1.29) ó ïåðøîìó ñòóïåí³). 

ßêùî f(x)  0, òî (Ä1.29) º ë³í³éíèì îäíîð³äíèì ð³âíÿííÿì. ßê-

ùî f(x)  0, òî (Ä1.29) º ë³í³éíèì íåîäíîð³äíèì ð³âíÿííÿì. 
Äëÿ çíàõîäæåííÿ çàãàëüíîãî ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿííÿ (Ä1.29) ìîæ-

íà âèêîðèñòàòè ìåòîä âàð³àö³¿ çì³ííî¿. 
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Ïðèêëàä 6. Çíàéòè ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ sin 2 .
y

y x
x

    

Çíàéäåìî ñïî÷àòêó çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ë³í³éíîãî îäíîð³äíî-
ãî ð³âíÿííÿ: 

0 ln 
y dy y dy dx dy dx

y y x C
x dx x y x y x

                 

1
1ln ln ln ( ) .c C

y x C yx C yx e C y x
x

           

Çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ë³í³éíîãî íåîäíîð³äíîãî ð³âíÿííÿ ( )y x   

1( )
,

C x

x
  òîáòî ââàæàºìî Ñ1 íå ñòàëîþ, à íîâîþ íåâ³äîìîþ ôóíê-

ö³ºþ â³ä õ. Òîä³ ìàºìî 

1 1 1
1 12 2

 
sin 2  sin 2 ( )  sin 2

C x C C
x C x x C x x x dx

x x

          

1
sin 2  cos 2

2

x u

dv x dx v x


 

   
 

1 1
cos 2 cos 2 cos 2 sin 2 .

2 2 2 4

x x
x x dx x x C        

Îòæå, çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ë³í³éíîãî íåîäíîð³äíîãî ð³âíÿííÿ 
áóäå òàêèì: 

1( ) 1 sin 2
cos 2 .

2 4

C x x C
y x

x x x
      

Ïðèêëàä 7. Ðîçãëÿíåìî á³îõ³ì³÷í³ ðåàêö³¿, ÿê³ â³äáóâàþòüñÿ 

ïîñë³äîâíî çà ñõåìîþ 1 2 .
k kA B C   

Òóò A, B, C – õ³ì³÷í³ ðå÷îâèíè; k1, k2 – êîíñòàíòè øâèäêîñò³ 
ïåðøî¿ (ïåðåòâîðåííÿ ðå÷îâèíè A ó B) ³ äðóãî¿ (ïåðåòâîðåííÿ 
ðå÷îâèíè B ó Ñ) ðåàêö³é â³äïîâ³äíî. 

Åêñïåðèìåíòàëüíî âñòàíîâëåíî, ùî øâèäê³ñòü çì³íè êîíöåí-
òðàö³¿ ðå÷îâèíè B, ÿêó ïîçíà÷èìî ÷åðåç ó, ç ÷àñîì çì³íþºòüñÿ çà 

çàêîíîì: 1
1 0 2

k tdy
y k A e k y

dt

    , äå 0A  – ïî÷àòêîâà (âèõ³äíà) 

êîíöåíòðàö³ÿ ðå÷îâèíè À. 
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Äîñë³äèìî äèíàì³êó êîíöåíòðàö³¿ ðå÷îâèíè B çà óìîâ: k1 = k2 = k 
³ ïî÷àòêîâî¿ óìîâè ó(0) = 0. 

Çíàéäåìî ñïî÷àòêó çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ë³í³éíîãî îäíîð³äíî-
ãî ð³âíÿííÿ: 

ln
dy dy dy

y ky kdt k dt y kt C
dt y y

                  

1( ) .kt C kty t e C e   


 

Çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ë³í³éíîãî íåîäíîð³äíîãî ð³âíÿííÿ øóêà-
ºìî ó âèãëÿä³ 

1( ) ( ) kty t C t e : 1 1 0 1
kt kt kt ktC e C ke kA e C ke         

1
1 0 1 0( ) .

dC
C kA C t kA t C

dt
       

Îòæå, ç óðàõóâàííÿì óìîâè ó(0) = 0 çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ë³-
í³éíîãî íåîäíîð³äíîãî ð³âíÿííÿ áóäå òàêèì: 

 1 0 0( ) ( ) (0) 0 0 ( ) .kt kt kty t C t e kA t C e y C y t kA te            

§ 9. Лінійні однорідні та неоднорідні диференціальні 
рівняння другого порядку зі сталими коефіцієнтами. 

Комплексні числа (формула Ейлера) 

Ð³âíÿííÿ 

 ( , , )y f x y y                         (Ä1.30) 

íàçèâàºòüñÿ äèôåðåíö³àëüíèì ð³âíÿííÿì äðóãîãî ïîðÿäêó. 
Çàäàâøè ïî÷àòêîâ³ óìîâè 

0 0

0

00

0

( ) ,

( ) ,

y y x y
x x

y y x y
x x


  


    

                (Ä1.31) 

ìîæíà çíàéòè ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (Ä1.30) (çàäà÷à Êîø³). 

Çàóâàæåííÿ 1. Ð³âíÿííÿ ( )  i  ( , )y f x y f x y     ÷åðåç çàì³-

íó çì³ííî¿ ( )z x y   ìîæíà çâåñòè äî ð³âíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó. 
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Ð³âíÿííÿ ( , )y f y y   ìîæíà çâåñòè äî ð³âíÿííÿ ïåðøîãî ïî-

ðÿäêó çàì³íîþ çì³ííî¿ ( ) .z y y   Òàêå ïåðåòâîðåííÿ ð³âíÿííÿ 

(Ä1.30) íàçèâàºòüñÿ ïîíèæåííÿì ïîðÿäêó. 

Ïðèêëàä 1. Ðîçâ’ÿçàòè ð³âíÿííÿ 2 xy y e    çà òàêèõ ïî÷àò-

êîâèõ óìîâ ó(0) = 0 ³ 
1

(0) .
3

y    

Çàì³íèìî ( )z x y  . Îòðèìóºìî ë³í³éíå ð³âíÿííÿ ïåðøîãî 

ïîðÿäêó 2 .xz z e    Ðîçâ’ÿçóºìî éîãî ìåòîäîì âàð³àö³¿ çì³ííî¿. 

Ñïî÷àòêó çíàéäåìî ðîçâ’ÿçîê îäíîð³äíîãî ð³âíÿííÿ 

2 22 0 2 ln 2 .x C xdz
z z dx z x C z e z Ce

z

               
  

Äàë³ øóêàºìî ðîçâ’ÿçîê íåîäíîð³äíîãî ð³âíÿííÿ, ââàæàþ÷è 
Ñ(õ): 

2 2 2 3 3 3

1

1
2 2 ( ) .

3

x x x x x x xC e Ce Ce e C e C x e dx e C             

Îòæå, —2 2

1 1

1 1
( )

3 3

x x x xz x y e C e y e dx C e dx         

2

1 2

1 1
.

3 2

x xe C e C    

Íåâ³äîì³ êîåô³ö³ºíòè Ñ1 ³ Ñ2 âèçíà÷èìî ç ïî÷àòêîâèõ óìîâ: 

1 2

1

1 1
(0) 0,

3 2

1 1
(0) .

3 3

y C C

y C

    

    


 

Çâ³äêè Ñ1 = 0 ³ Ñ2 = 
1

3
 . Øóêàíèé ðîçâ’ÿçîê  1

1
3

xy e  . 

Ð³âíÿííÿ  

( ) ( ) ( ),y p x y q x y f x                     (Ä1.32) 

äå p(x), q(x), f(x) – íåïåðåðâí³ ôóíêö³¿, íàçèâàºòüñÿ ë³í³éíèì íå-
îäíîð³äíèì äèôåðåíö³àëüíèì ð³âíÿííÿì äðóãîãî ïîðÿäêó. 

Çàãàëüíèì ðîçâ’ÿçêîì ð³âíÿííÿ (Ä1.32) º ñóìà áóäü-ÿêîãî ÷àñ-
òèííîãî ðîçâ’ÿçêó ³ çàãàëüíîãî ðîçâ’ÿçêó â³äïîâ³äíîãî îäíîð³äíî-

ãî ð³âíÿííÿ (çà f(x)  0). 
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ßêùî ôóíêö³¿ p(x) = p ³ q(x) = q – ñòàë³ âåëè÷èíè, òî ð³âíÿí-
íÿ (Ä1.32) íàçèâàºòüñÿ ë³í³éíèì íåîäíîð³äíèì äèôåðåíö³àëüíèì ð³â-
íÿííÿì äðóãîãî ïîðÿäêó ç³ ñòàëèìè êîåô³ö³ºíòàìè. 

Ðîçãëÿíåìî ë³í³éíå îäíîð³äíå ð³âíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó ç³ 
ñòàëèìè êîåô³ö³ºíòàìè: 

0.y py qy                         (Ä1.33) 

Ð³âíÿííÿ 

2 0k pk q                         (Ä1.34) 

íàçèâàºòüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íèì ð³âíÿííÿì äëÿ ð³âíÿííÿ (Ä1.33). 
Çàëåæíî â³ä êîðåí³â k1 ³ k2 õàðàêòåðèñòè÷íîãî ð³âíÿííÿ 

(Ä1.34) çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (Ä1.33) ìîæå ìàòè ð³çíèé 
âèãëÿä, çîêðåìà: 

1) ÿêùî êîðåí³ õàðàêòåðèñòè÷íîãî ð³âíÿííÿ (Ä1.34) ð³çí³ ä³é-

ñí³ ÷èñëà (k1  k2), òî 

1 2
1 2 ;k x k xy C e C e                       (Ä1.35) 

2) ÿêùî êîðåí³ õàðàêòåðèñòè÷íîãî ð³âíÿííÿ (Ä1.34) ð³âí³ ä³é-
ñí³ ì³æ ñîáîþ ÷èñëà (k1 = k2 = k), òî 

 1 2 ;kxy e C C x                        (Ä1.36) 

3) ÿêùî êîðåí³ õàðàêòåðèñòè÷íîãî ð³âíÿííÿ (Ä1.34) íå ä³éñí³, 
à êîìïëåêñíî-ñïðÿæåí³ ÷èñëà (k1 = a + ³b ³ k2 = a — ³b), òî 

1 2( cos sin ).axy e C bx C bx               (Ä1.37) 

Çàóâàæåííÿ 2. Êîìïëåêñíèì ÷èñëîì z íàçèâàºòüñÿ âïîðÿäêîâà-
íà ïàðà ä³éñíèõ ÷èñåë (x; y) íà ïëîùèí³ Îõó, òîáòî z = (x; y). 

Êîìïëåêñíå ÷èñëî z ìîæíà ïðåäñòàâèòè â àëãåáðà¿÷í³é ôîðì³ 

z = x + iy,                         (Ä1.38) 

äå õ – ä³éñíà ÷àñòèíà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z (x = Re z); ó – óÿâíà 

(y = Im z); i – óÿâíà îäèíèöÿ ( 1i   , òîáòî 2 1i   ). 

Ç ð³âíîñò³ (Ä1.38) âèïëèâàº, ùî ä³éñí³ ÷èñëà ñòàíîâëÿòü ÷àñ-
òèíó êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. 

Êîìïëåêñíå ÷èñëî z z x iy    íàçèâàºòüñÿ êîìïëåêñíî-

ñïðÿæåíèì ÷èñëó z = x + iy. 
Êîìïëåêñíèìè ÷èñëàìè ìîæíà çàïèñàòè êîðåí³ áóäü-ÿêîãî 

êâàäðàòíîãî ð³âíÿííÿ. Íàïðèêëàä, ð³âíÿííÿ 2 1 0x x    ìàº 
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òàê³ êîìïëåêñíî-ñïðÿæåí³ ðîçâ’ÿçêè: 

1,2

1 1 1 3 1 3 1 3
1 ( 1) 1

2 4 2 4 2 4 2 2
x                 

21 3 1 3
.

2 2 2 2
i i      

Ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Åéëåðà, ùî ïîâ’ÿçóº êîìïëåêñíó åêñ-

ïîíåíòó ç òðèãîíîìåòðè÷íèìè ôóíêö³ÿìè: cos sin .ikx kx kxe i   

Öå ð³âíÿííÿ, çîêðåìà, îïèñóº ïîøèðåííÿ ïëîñêî¿ õâèë³ ó 
ïðîñòîð³ (ô³çè÷íèé çì³ñò ìàº ëèøå ä³éñíà ÷àñòèíà êîìïëåêñíîãî 
÷èñëà): â³ñü õ çá³ãàºòüñÿ ç íàïðÿìêîì ¿¿ ïîøèðåííÿ, 

2
k

v

 
 


 – õâèëüîâå ÷èñëî ( ³ v – äîâæèíà ³ øâèäê³ñòü ïëî-

ñêî¿ õâèë³ â³äïîâ³äíî; 
2

T


   – öèêë³÷íà ÷àñòîòà ãàðìîí³÷íèõ 

êîëèâàíü (Ò – ïåð³îä êîëèâàíü)). 

Ïðèêëàä 2. Çíàéòè ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ 4 4 0.y y y     

Õàðàêòåðèñòè÷íå ð³âíÿííÿ ìàº òàêèé âèãëÿä: 2 4 4 0.k k    

Éîãî êîðåí³ äîð³âíþþòü 1 2 2.k k    Òîä³, çà (Ä1.36), çàãàëüíèé 

ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ áóäå  2
1 2 .xy e C C x   

Ïðèêëàä 3. Çíàéòè ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ 0.y y y     

Õàðàêòåðèñòè÷íå ð³âíÿííÿ ìàº òàêèé âèãëÿä: 2 1 0.k k    

Éîãî êîðåí³ äîð³âíþþòü 1,2

1 3 31
.

2 2 2

i
k

  
     Òîä³ çã³äíî 

ç (Ä1.37) çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ òàêèé: 

1

2
1 2

3 3
cos sin .

2 2

x

y e C x C x
  

   
 

 

Ïðèêëàä 4. Ðîçâ’ÿçàòè ë³í³éíå íåîäíîð³äíå äèôåðåíö³àëüíå 

ð³âíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó: 2
0 0 cos .y y f t      

Öå ð³âíÿííÿ îïèñóº âèìóøåí³ êîëèâàííÿ (íàïðèêëàä, ï³äâ³-
øåíîãî íà ïðóæèí³ âàíòàæó) ï³ä ä³ºþ çîâí³øíüî¿ ïåð³îäè÷íî¿ 

ñèëè f(t) = f0 cos t ç ÷àñòîòîþ  ³ àìïë³òóäîþ f0 (îïîðîì ñåðåäî-

âèùà íåõòóºìî); 0    – ÷àñòîòà â³ëüíèõ êîëèâàíü ó ñèñòåì³ 

(íàïðèêëàä, âàíòàæó). 
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Õàðàêòåðèñòè÷íå ð³âíÿííÿ k2 + 2
0 = 0 ìàº êîìïëåêñíî-ñïðÿ-

æåí³ êîðåí³ k1 = ³0 ³ k2 =  —³0 ³ çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê âèõ³äíîãî 

ð³âíÿííÿ âèçíà÷àºòüñÿ çà ôîðìóëîþ Y = C1 cos 0t + C2 sin 0t (â³-
ëüí³ êîëèâàííÿ â ñèñòåì³). 

×àñòèííèé ðîçâ’ÿçîê øóêàºìî ó âèãëÿä³: cosy A t    

sin .B t   Ï³ñëÿ ï³äñòàíîâêè ó âèõ³äíå ð³âíÿííÿ ìàºìî 

 2 2 2
0 0cos sin cos sin cosA t B t A t B t f t               

   2 2 2 2

0 0 0cos sin cosA t B t f t              

0 0

2 2 2 2
0 0

, 0 cos .
f f

A B y t     
     

  

Çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê âèõ³äíîãî ð³âíÿííÿ òàêèé: 

0
1 0 2 0 2 2

0

cos sin cos .
f

y Y y C t C t t       
  

  

ßê áà÷èìî, ðåçóëüòóþ÷å êîëèâàííÿ ó ñèñòåì³ – öå ñêëàäíèé 
êîëèâàëüíèé ðóõ (ñóïåðïîçèö³ÿ äâîõ êîëèâàíü ç ð³çíèìè ÷àñòî-
òàìè). 

Ïðèêëàä 5. Çíàéòè çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè ð³âíÿíü 

7 ,

5 2 .

dy
z y

dx

dz
z y

dx

  

   


 

Îäíèì ³ç îñíîâíèõ ìåòîä³â çíàõîäæåííÿ ðîçâ’ÿçêó ñèñòåìè 
ë³í³éíèõ îäíîð³äíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó 
ç³ ñòàëèìè êîåô³ö³ºíòàìè º ìåòîä âèêëþ÷åííÿ íåâ³äîìèõ. Öèì ìå-
òîäîì çàäàíà ñèñòåìà çâîäèòüñÿ äî îäíîãî äèôåðåíö³àëüíîãî ð³â-
íÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó â³äíîñíî îäí³º¿ íåâ³äîìî¿ ôóíêö³¿. 

Ïðîäèôåðåíö³þºìî ïåðøå ç ð³âíÿíü ñèñòåìè çà õ: 
2

2

d y

dx
  

7
dz dy

dx dx
  . Ï³äñòàâèâøè ñþäè âèðàç 

dz

dx
 ç äðóãîãî ð³âíÿííÿ ñè-

ñòåìè ³ çàì³íèâøè ôóíêö³þ z ¿¿ âèðàçîì ç ïåðøîãî ð³âíÿííÿ, 
îòðèìóºìî ë³í³éíå îäíîð³äíå ð³âíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó â³äíîñíî 

îäí³º¿ íåâ³äîìî¿ ôóíêö³¿ ó: 
2

2
12 37 0

d y dy
y

dxdx
   . 
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Õàðàêòåðèñòè÷íå ð³âíÿííÿ ìàº âèãëÿä: 2 12 37 0.k k    Éîãî 

êîðåí³ äîð³âíþþòü 1,2 6 .k i    Òîä³, çã³äíî ç (Ä1.37), çàãàëüíèé 

ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ áóäå: ó(x) = å—6õ (Ñ1 ñîs x + C2 sin x). 
Äàë³ ïðîäèôåðåíö³þºìî ôóíêö³þ ó çà õ ³ ï³äñòàâèìî âèðàçè 

äëÿ ó òà 
dy

dx
 ó ïåðøå ð³âíÿííÿ ñèñòåìè. Ó ðåçóëüòàò³ ìàºìî øó-

êàíó ôóíêö³þ z: z = å—6õ {(Ñ1 + C2) ñîs x + (C2 — C1) sin x}. 

Ïðèêëàä 6. Çíàéòè ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè ð³âíÿíü: 

5 4 ,

4 5 ,

dy
y z

dx

dz
y z

dx

  

  


 

ÿêå çàäîâîëüíÿº ïî÷àòêîâèì óìîâàì: 
(0) 2,

(0) 0.

y

z


 

 

Ïðîäèôåðåíö³þâàâøè ïåðøå ç ð³âíÿíü ñèñòåìè çà õ, îòðèìà-

ºìî 
2

2
5 4 .

d y dy dz

dx dxdx
   Ï³äñòàâèìî ñþäè çíà÷åííÿ ïåðøèõ ïîõ³ä-

íèõ ³ç çàäàíî¿ ñèñòåìè: 

2 2

2 2
5(5 4 ) 4(4 5 ) 41 40 .

d y d y
y z y z y z

dx dx
        

Ç ïåðøîãî ð³âíÿííÿ ñèñòåìè çíàéäåìî çíà÷åííÿ z 

1
5

4

dy
z y

dx

     
  

 ³ ï³äñòàâèìî éîãî â äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ 

äðóãîãî ïîðÿäêó äëÿ ôóíêö³¿ y: 

2

2
41 10 5

d y dy
y y

dxdx

     
 

 

2 2

2 2
10 9 10 9 0

d y dy d y dy
y y

dx dxdx dx
         

Çàïèøåìî ³ ðîçâ’ÿæåìî õàðàêòåðèñòè÷íå ð³âíÿííÿ äëÿ öüîãî 

ð³âíÿííÿ: 2 10 9 0.k k    Éîãî êîðåí³ äîð³âíþþòü: 1 1k   ³ 

2 9k  . Òîä³, çà (Ä1.35), çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ áóäå 

9
1 2( ) .x xy x C e C e   
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Îñê³ëüêè 
1

5
4

dy
z y

dx

   
 

, à 9
1 29x xdy

y C e C e
dx

    , òîä³ z(x) = 

9
1 2 .x xC e C e    

Ç óðàõóâàííÿì ïî÷àòêîâèõ óìîâ çíàõîäèìî øóêàíèé ðîç-
â’ÿçîê ñèñòåìè: 

1 2 1 2 1

1 2 1 2 2

9

9

(0) 2 2 1

(0) 0 0 1

( )

( ) .

x x

x x

y C C C C C

z C C C C C

y x e e

z x e e
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ДОДАТОК  2  

РОЗВ’ЯЗУВАННЯ МОДЕЛЬНИХ ЗАДАЧ 
ПРИ ВИКОРИСТАННІ ПАКЕТА ПРОГРАМИ 

«WOLFRAM MATHEMATICA 12» 
 
 
 
 
 
 

§ 1. Основи роботи в пакеті програми  
«Wolfram Mathematica 12» 

1. Ðîçâ’ÿçóâàííÿ êâàäðàòíîãî ð³âíÿííÿ, ùî ì³ñòèòü ïàðàìåòð. 
Äëÿ òîãî ùîá ÷èñåëüíî ðîçâ’ÿçàòè êâàäðàòíå ð³âíÿííÿ, ñêî-

ðèñòàºìîñÿ êîìàíäîþ Solve: 

In[1]: = Solve[ax^2+b x+c==0, x] 

Out[1] = {{x
2 4

2

b b ac

a

   
 
 
 

}, {x
2 4

2

b b ac

a

   
 
 
 

}}. 

Çíàéäåìî ðîçâ’ÿçêè êâàäðàòíîãî ð³âíÿííÿ, ùî ì³ñòèòü äå-
ÿêèé ìîäåëüíèé ïàðàìåòð a, òà ïîáóäóºìî â³äïîâ³äí³ ãðàô³êè – 
çàëåæíîñò³ öèõ ðîçâ’ÿçê³â (ââàæàþ÷è ¿õ ä³éñíèìè òà äîäàòíèìè) 
â³ä öüîãî ïàðàìåòðà (ðèñ. Ä2.1): 

In[2]: = s=Solve[ax[t]^2 — 2x[t] + 3==0, x[t]] 

Out[2] = {{x[t]
1 1 3a

a

 
}, {x[t]

1 1 3a

a

 
}} 

Plot[Evaluate[x[t]/.s/.x[t]0, {a,0.05,0.35}], PlotRange{0,40}, 

AxesLabel{"a", "x1/x2"}, PlotLegends"Expressions"]. 

2. Ðîçâ’ÿçóâàííÿ ñèñòåìè àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü. 
Äëÿ òîãî ùîá ÷èñåëüíî ðîçâ’ÿçàòè ñèñòåìó, íàïðèêëàä äâîõ 

íåë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü, ñêîðèñòàºìîñÿ êîìàíäîþ Solve: 

In[3]: = Solve[2x+5y—4xy—3==0 && x—2y—3xy+4==0, {x, y}] 

Out[3] = {{x1, y1}, {x7, y
11

23
}}. 

3. Ðîçâ’ÿçóâàííÿ îäíîãî äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ ïåðøîãî 
ïîðÿäêó (çàäà÷à Êîø³). 
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Äëÿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ’ÿçàííÿ 
îäíîãî äèôåðåíö³àëüíîãî ð³â-
íÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó ñêî-
ðèñòàºìîñÿ êîìàíäîþ NDSolve: 

s=NDSolve[{x[t]==0.5x[t]— 
—2x[t]2—3x[t]/(x[t]+0.2), x[0]==2}, 

x[t], {t,0,100}], 

äå x[0]==2 – çàäàíà ïî÷àòêîâà 
óìîâà äëÿ çì³ííî¿ âåëè÷èíè 
x[t] ó ìîìåíò ÷àñó (àðãóìåíò 
çì³ííî¿ âåëè÷èíè, t), ïðèéíÿ-
òèé çà íóëü; {t,0,100} – àðãó-

ìåíò t øóêàíî¿ âåëè÷èíè x çì³íþºòüñÿ â³ä íóëÿ äî 100 (òàê³ ìåæ³ 
çì³íè àðãóìåíòó øóêàíî¿ âåëè÷èíè áóäóòü âðàõîâàí³ ï³ä ÷àñ ¿¿ 
çíàõîäæåííÿ). 

Äëÿ â³çóàë³çàö³¿ ðîçâ’ÿçê³â öüîãî ð³âíÿííÿ (ïîáóäîâè ê³íåòè÷-
íî¿ êðèâî¿ x[t], ðèñ. Ä2.2) ñêîðèñòàºìîñÿ êîìàíäîþ Plot: 

Plot[Evaluate[x[t]/.s], {t,0,0.8}, PlotRangeAll, AxesLabel{"t,ñ", 
"x,M"}], 

äå {t,0,0.8} – àðãóìåíò t (â³ñü àáñöèñ) øóêàíî¿ âåëè÷èíè x (â³ñü 
îðäèíàò) çì³íþºòüñÿ â³ä íóëÿ äî 0,8 (òàê³ ìåæ³ çì³íè àðãóìåíòó 
øóêàíî¿ âåëè÷èíè áóäóòü âðàõîâàí³ ï³ä ÷àñ ïîáóäîâè ãðàô³êà 

ôóíêö³îíàëüíî¿ çàëåæíîñò³ x[t]); êîìàíäà PlotRangeAll ïîêàçóº, 
ùî æîäíèõ îáìåæåíü ãðàô³÷íîãî â³äîáðàæåííÿ çì³ííî¿ âåëè÷èíè 

x ïî îñ³ îðäèíàò íåìàº; êîìàíäà AxesLabel{"t,ñ", "x,M"} âèçíà-
÷àº, ùî àðãóìåíò t (÷àñ) âèì³ðþºòüñÿ â ñåêóíäàõ, à çì³ííà âåëè-
÷èíà x – ó ìîëÿõ. 

4. Ðîçâ’ÿçóâàííÿ ñèñòåì äâîõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ïåð-
øîãî ïîðÿäêó (çàäà÷à Êîø³). 

Äëÿ òîãî ùîá ÷èñåëüíî ðîçâ’ÿçàòè ñèñòåìó äâîõ äèôåðåíö³-
àëüíèõ ð³âíÿíü ïåðøîãî ïîðÿä-
êó, ñêîðèñòàºìîñÿ êîìàíäîþ 
NDSolve: 

s=NDSolve[{x[t]==-1.2y[t]-

x[t]^2,y[t]==3x[t]-y[t]^3, x[0]== 
==1, y[0]==2}, {x,y}, {t,0,100}], 

äå x[0]==1, y[0]==2 – çàäàí³ ïî-
÷àòêîâ³ óìîâè äëÿ çì³ííèõ âå-
ëè÷èí x[t] òà y[t] ó ìîìåíò ÷àñó 
t, ïðèéíÿòèé çà íóëü. 

 

Ðèñ. Ä2.1 

 

 

Ðèñ. Ä2.2 
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Äëÿ ïîáóäîâè ê³íåòè÷íèõ êðèâèõ x[t] òà y[t] íà îäíîìó ãðàô³-
êó (ðèñ. Ä2.3) ñêîðèñòàºìîñÿ êîìàíäîþ Plot: 

Plot[Evaluate[{x[t],y[t]}/.s], {t,0,15}, PlotRange{-1,2}, 

PlotLegends{"x(t)", "y(t)"}, AxesLabel{"t,c", "x,y,M"}], 

äå êîìàíäà PlotRange{-1,2} âêàçóº, ùî øóêàí³ âåëè÷èíè x òà y 

çì³íþþòüñÿ ïî îñ³ îðäèíàò ó ìåæàõ {-1,2}; êîìàíäà PlotLegends 

{"x(t)", "y(t)"} îçíà÷àº, ùî øóêàí³ âåëè÷èíè x òà y â³äîáðàæà-
þòüñÿ íà ãðàô³êó òåìíîþ òà ñâ³òëîþ êðèâèìè â³äïîâ³äíî. 

Íàðåøò³, ùîá ïîáóäóâàòè ôàçîâó òðàºêòîð³þ, òîáòî çàëåæ-
í³ñòü y[x] (ðèñ. Ä2.4), ñêîðèñòàºìîñÿ êîìàíäîþ ParametricPlot: 

ParametricPlot[Evaluate[{x[t],y[t]}/.s], {t,0,50}, AxesLabel{"x,M", 
"y,M"}]. 

5. Ðîçâ’ÿçóâàííÿ îäíîãî äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ äðóãîãî 
ïîðÿäêó â ÷àñòèííèõ ïîõ³äíèõ (çàäàí³ ïî÷àòêîâà òà ãðàíè÷í³ 
óìîâè). 

Äëÿ òîãî ùîá ÷èñåëüíî ðîçâ’ÿçàòè îäíå äèôåðåíö³àëüíå ð³â-
íÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó ó ÷àñòèííèõ ïîõ³äíèõ, ñêîðèñòàºìîñÿ 
êîìàíäîþ NDSolve: 

s=NDSolve[{D[u[t,x],t]==1.3D[u[t,x],x,x]-1.1, u[0,x]==0, u[t,0]==Sin[t], 
u[t,3]==0}, u, {t,0,100}, {x,0,3}], 

äå u[0,x]==0, u[t,0]==Sin[t], u[t,3]==0 – çàäàí³ ïî÷àòêîâà óìîâà 
äëÿ øóêàíî¿ ôóíêö³¿ äâîõ çì³ííèõ u[t,x] ó ìîìåíò ÷àñó t, ïðèéíÿ-
òèé çà íóëü, òà ãðàíè÷í³ óìîâè äëÿ ö³º¿ ôóíêö³¿, òîáòî óìîâè íà 
ìåæàõ îäíîâèì³ðíî¿ ïðîñòîðîâî¿ ä³ëÿíêè {x,0,3}. 

 

Ðèñ. Ä2.3 
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Äëÿ ïîáóäîâè øóêàíî¿ çàëåæíîñò³ u[t,x] (ðèñ. Ä2.5) ñêîðèñòà-
ºìîñÿ êîìàíäîþ Plot3D: 

Plot3D[Evaluate[u[t,x]/.s], {t,0,25}, {x,0,3}, PlotRangeAll]. 

6. Ðîçâ’ÿçóâàííÿ ñèñòåìè äâîõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü äðó-
ãîãî ïîðÿäêó â ÷àñòèííèõ ïîõ³äíèõ (çàäàí³ ïî÷àòêîâ³ òà ãðàíè÷í³ 
óìîâè). 

Äëÿ òîãî ùîá ÷èñåëüíî ðîçâ’ÿçàòè ñèñòåìó äâîõ äèôåðåíö³àëü-
íèõ ð³âíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó â ÷àñòèííèõ ïîõ³äíèõ, ñêîðèñòàº-
ìîñÿ êîìàíäîþ NDSolve: 

s=NDSolve[{D[u[t,x],t]==1.5D[u[t,x],x,x]+1, 
D[v[t,x],t]==2.3D[v[t,x],x,x]-1, u[0,x]==0, v[0,x]==0, u[t,0]==Sin[t], 

v[t,0]==4Sin[t], u[t,3]==0, v[t,3]==0},{u,v}, {t,0,100}, {x,0,3}], 

äå u[0,x]==0, v[0,x]==0, u[t,0]==Sin[t], v[t,0]==4Sin[t], u[t,3]==0, 
v[t,3]==0 – çàäàí³ ïî÷àòêîâà óìîâà äëÿ øóêàíèõ ôóíêö³é äâîõ 
çì³ííèõ u[t,x] òà v[t,x] ó ìîìåíò ÷àñó t, ïðèéíÿòèé çà íóëü, òà 
ãðàíè÷í³ óìîâè äëÿ öèõ ôóíêö³é íà ìåæàõ îäíîâèì³ðíî¿ ä³ëÿíêè 
{x,0,3}. 

 

Ðèñ. Ä2.4 
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Äëÿ ïîáóäîâè øóêàíèõ çàëåæíîñòåé u[t,x] òà v[t,x] (ðèñ. Ä2.6, 
äèâ. âêëåéêó) ñêîðèñòàºìîñÿ êîìàíäîþ Plot3D: 

Plot3D[Evaluate[{u[t,x],v[t,x]}/.s], {t,0,20}, {x,0,2}, PlotLegends 

{"u(t,x)", "v(t,x)"}, PlotRangeAll]. 

§ 2. Приклади розв’язування модельних задач  
біологічних процесів з використанням пакета  

програми «Wolfram Mathematica 12» 

Ïðèêëàä 1. Ìîäåëü ïîïóëÿö³¿ ç íàéìåíøîþ òà íàéá³ëüøîþ ÷è-
ñåëüí³ñòþ. Ó á³ëüøîñò³ ìîäåëåé ïðèð³ñò ÷èñåëüíîñò³ (ãóñòîòè) 
ïîïóëÿö³¿ (x) îïèñóºòüñÿ ë³í³éíèì äîäàíêîì rõ. Ïî ñóò³, öå â³äïî-
â³äàº ëèøå òèì ïîïóëÿö³ÿì, ÿê³ ðîçìíîæóþòüñÿ ïîä³ëîì àáî ñà-
ìîçàïë³äíåííÿì (ì³êðîîðãàí³çìè). ßêùî æ ðîçìíîæåííÿ â³äáó-
âàºòüñÿ ñõðåùóâàííÿì, ùî ïåðåäáà÷àº çóñòð³÷³ ì³æ îñîáèíàìè 
ð³çíî¿ ñòàò³ îäíîãî âèäó, òî ïðèð³ñò ïîïóëÿö³¿ áóäå òèì á³ëüøèì, 
÷èì á³ëüøà ê³ëüê³ñòü çóñòð³÷åé ì³æ îñîáèíàìè, à îñòàííÿ ïðîïîð-
ö³éíà äðóãîìó ñòóïåíþ õ2. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ ð³çíîñòàòåâî¿ ïîïó-
ëÿö³¿ çà óìîâè íåîáìåæåíèõ ðåñóðñ³â 

 

Ðèñ. Ä2.5 
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2.
dx

x
dt

   

Öå ð³âíÿííÿ äîáðå îïèñóº, ùî çà íèçüêèõ ãóñòîò ïîïóëÿö³é 

øâèäê³ñòü ðîçìíîæåííÿ () ð³çêî çíèæóºòüñÿ, îñê³ëüêè ìîæëè-
â³ñòü çóñòð³÷³ äâîõ îñîáèí ð³çíî¿ ñòàò³ çìåíøóºòüñÿ. Ïðîòå çà âè-
ñîêèõ ãóñòîò ïîïóëÿö³é øâèäê³ñòü ðîçìíîæåííÿ ë³ì³òóº íå ê³ëü-
ê³ñòü çóñòð³÷åé îñîáèí ïðîòèëåæíî¿ ñòàò³, à ê³ëüê³ñòü ñàìîê ó ïî-
ïóëÿö³¿. Ð³âíÿííÿ, ùî âðàõîâóº ö³ îáèäâà åôåêòè: 




  

2

( )

dx x

dt x
, 

äå  x  – ïðèð³ñò ÷èñåëüíîñò³ ñàìîê ó ïîïóëÿö³¿ ç ÷àñîì. 

Íàñïðàâä³, ãóñòîòà ïîïóëÿö³¿ íå ìàº îïóñêàòèñÿ íèæ÷å äåÿêî¿ 
êðèòè÷íî¿ âåëè÷èíè. Çà çìåíøåííÿ ãóñòîòè ïîïóëÿö³¿ íèæ÷å 
êðèòè÷íî¿ ìåæ³ ñåðåäí³é ÷àñ, óïðîäîâæ ÿêîãî ìîæå â³äáóòèñÿ 
çàïë³äíåííÿ, ñòàº á³ëüøèì çà ÷àñ, óïðîäîâæ ÿêîãî îñîáèíà çäàò-
íà äî ðîçìíîæåííÿ. Ó òàêîìó ðàç³ ïîïóëÿö³ÿ âèìèðàº. Öåé 
åôåêò ìîæå áóòè âðàõîâàíèé, ÿêùî ó âèùåíàâåäåíå ð³âíÿííÿ 
ââåñòè äîäàíîê, ÿêèé ïðîïîðö³éíèé ÷èñåëüíîñò³ òà îïèñóº ñìåðò-
í³ñòü ïîïóëÿö³¿ – dx. Íàéçàãàëüí³øå ð³âíÿííÿ, ÿêå âðàõîâóº íèæ-
íþ ìåæó ÷èñåëüíîñò³ ïîïóëÿö³¿, à òàêîæ âíóòð³øíüîâèäîâó êîí-
êóðåíö³þ (ñõ2), ìàº òàêèé âèãëÿä: 

2
2.

( )

dx x
dx cx

dt x


  

  
 

Îòðèìàíå ìîäåëüíå ð³âíÿííÿ ìàº òðè ñòàö³îíàðí³ ñòàíè: 

1) 1 0x   (ñò³éêèé); 

2) 
 2

2

( ) ( ) 4
0

2

c d c d cd
x K

c

            
  


 (ñò³éêèé); 

3) 
 2

3

( ) ( ) 4
, 0

2

c d c d cd
x L L K

c

            
   


 (íå-

ñò³éêèé) 

çà âèêîíàííÿ îáîâ’ÿçêîâèõ óìîâ ( 2x , 3x  – ä³éñí³ äîäàòí³ ÷èñëà): 

 2

,

( ) 0,

( ) 4 0.

c

c d

c d cd
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Òàêèì ÷èíîì, íåñò³éêèé ñòàí 3x L  (íèæíÿ êðèòè÷íà ìåæà 

ãóñòîòè ïîïóëÿö³¿) ðîçä³ëÿº ä³ëÿíêè ïðèòÿãóâàííÿ ñò³éêèõ ñòàí³â 

ð³âíîâàãè 1 0x   òà  2x K L  (âåðõíÿ êðèòè÷íà ìåæà ãóñòîòè 

ïîïóëÿö³¿). Çàçíà÷èìî, ùî âåëè÷èíè L ³ Ê º ð³çíèìè äëÿ ð³çíèõ 
ïîïóëÿö³é ³ ìîæóòü áóòè âèçíà÷åí³ ëèøå ç³ ñïîñòåðåæåíü òà åêñ-
ïåðèìåíò³â. 

Ïðîàíàë³çóºìî îòðèìàíó ìîäåëü çà òàêèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâ: 
à) x(0) > L; á) x(0) < L. 

Äëÿ òîãî ùîá ÷èñåëüíî ðîçâ’ÿçàòè îäíå äèôåðåíö³àëüíå ð³â-
íÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó, ñêîðèñòàºìîñÿ êîìàíäîþ NDSolve: 

s=NDSolve[{x[t]==(10x[t]2)/(1+0.5x[t]) - 2 x[t] - 3x[t]2, x[0]==1.8}, x, 
{t,0,20}]. 

Äëÿ ïîáóäîâè ê³íåòè÷íî¿ êðèâî¿ x[t] çà îáðàíèõ ìîäåëüíèõ 
ïàðàìåòð³â òà ïî÷àòêîâî¿ óìîâè (ðèñ. Ä2.7) ñêîðèñòàºìîñÿ êî-
ìàíäîþ Plot: 

Plot[Evaluate[x[t]/.s], {t,0,1}, PlotRange{1.5,3.9}, AxesLabel{"t, 
ð³ê", "x, ê³ëüê³ñòü îñîáèí/êì2"} ]. 

ßê áà÷èìî, ÿêùî ãóñòîòà ïîïóëÿö³¿ ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷à-

ñó x(0) = 1,8 > L  0,37, òî êðèâà x(t) çðîñòàº ç ÷àñîì, äîñÿãàþ÷è 
âåðõíüî¿ ìåæ³ ãóñòîòè ïîïóëÿö³¿ – ñò³éêîãî ñòàö³îíàðíîãî ñòàíó 

2 3,63x K  . Òîáòî ïðèáëèçíî çà 1 ð³ê ãóñòîòà ÷èñåëüíîñò³ ïî-

ïóëÿö³¿ íà äîñë³äæóâàí³é òåðèòîð³¿ çðîñòàº óäâ³÷³. 
ßêùî ãóñòîòà ïîïóëÿö³¿ ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó x(0) = 

= 0,35 < L  0,37, òî êðèâà x(t) ñïàäàº ç ÷àñîì, äîñÿãàþ÷è ñò³éêîãî 

ñòàö³îíàðíîãî ñòàíó 1 0x  . ²íàêøå êàæó÷è, ïðèáëèçíî çà 5 ðîê³â 

ïîïóëÿö³ÿ âèðîäæóºòüñÿ íà äîñë³äæóâàí³é òåðèòîð³¿ (ðèñ. Ä2.8). 

s=NDSolve[{x[t]==(10x[t]2)/(1 + 0.5x[t]) - 2 x[t] - 3x[t]2, x[0]== 
== 0.35}, x, {t,0,20}] 

     

Ðèñ. Ä2.7                                              Ðèñ. Ä2.8 
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Plot[Evaluate[x[t]/.s], {t,0,5}, PlotRange{0,0.35}, AxesLabel{"t, 
ð³ê", "x, ê³ëüê³ñòü îñîáèí/êì2"} ]. 

Ïðèêëàä 2. Ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ä³¿ ë³êàðñüêîãî ïðåïàðàòó íà 
³íô³êîâàí³ â³ðóñîì êë³òèíè îðãàí³çìó ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿä³ 

1 ( ) ,
dx x

rx f h x
dt K

    
 

 

äå x – ê³ëüê³ñòü ³íô³êîâàíèõ êë³òèí; r – øâèäê³ñòü çá³ëüøåííÿ 
¿õ ê³ëüêîñò³; Ê – ìàêñèìàëüíà ê³ëüê³ñòü ³íô³êîâàíèõ â³ðóñîì êë³-
òèí çà â³äñóòíîñò³ òåðàïåâòè÷íî¿ ä³¿; f (h) – ôóíêö³ÿ òåðàï³¿, ÿêà 
çàëåæèòü â³ä ïàðàìåòðà h, ùî õàðàêòåðèçóº åôåêòèâí³ñòü ë³êó-
âàííÿ. 

Öÿ ìîäåëü ìàº äâà ñòàö³îíàðíèõ ñòàíè: 1) 1 0x  (íåñò³éêèé); 

2)   2 ( )
K

x r f h
r

 (ñò³éêèé), ïðè÷îìó  ( ) 0r f h  (îñê³ëüêè âå-

ëè÷èíà 2 0x ). 

Äîñë³äèìî äèíàì³êó ö³º¿ ìîäåëüíî¿ ñèñòåìè â îêîë³ ñò³éêîãî 

ñòàö³îíàðíîãî ñòàíó, êîëè f (h) = ,hhe   > 0. 

Äëÿ òîãî ùîá ÷èñåëüíî ðîçâ’ÿçàòè îäíå äèôåðåíö³àëüíå ð³â-
íÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó, ñêîðèñòàºìîñÿ êîìàíäîþ NDSolve: 

s=NDSolve[{x[t]==rx[t](1-rx[t]/K) -  hh e x[t], r==5, K==15, 

h==1, ==0.2, x[0]==5}, x, {t,0,20}]. 

Äëÿ ïîáóäîâè ê³íåòè÷íî¿ êðèâî¿ x[t] çà îáðàíèõ ìîäåëüíèõ 
ïàðàìåòð³â òà ïî÷àòêîâî¿ óìîâè (ðèñ. Ä2.9) ñêîðèñòàºìîñÿ êî-
ìàíäîþ Plot: 

Plot[Evaluate[x[t]/.s], {t,0,2}, PlotRange{4,14}, AxesLabel 

 {"t, ì³ñÿö³", "x, ê³ëüê³ñòü êë³òèí"}]. 

Îòæå, ê³ëüê³ñòü ³íô³êîâàíèõ â³ðóñîì êë³òèí ñïî÷àòêó çá³ëü-

øóºòüñÿ (ñòàä³ÿ çàõâîðþâàííÿ), à ïðèáëèçíî çà 1,5 ì³ñ ë³êóâàííÿ 

âèõîäèòü íà ïëàòî ( 2 13x , ñòà-

ä³ÿ íàáóòòÿ îðãàí³çìîì ³ìóí³-

òåòó). 
Ç³ çá³ëüøåííÿì çíà÷åííÿ 

ïàðàìåòðà h çðîñòàº åôåêòèâ-
í³ñòü ë³êóâàííÿ – óïðîäîâæ 
òîãî ñàìîãî òåðì³íó ë³êóâàííÿ 
(1,5 ì³ñ) ê³ëüê³ñòü ³íô³êîâàíèõ 
êë³òèí çìåíøóºòüñÿ (íàïðè-

 

Ðèñ. Ä2.9 
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êëàä, äëÿ h = 4 âåëè÷èíà 2 10x ) (ðèñ. Ä2.10, à). Âîäíî÷àñ äëÿ 

ôóíêö³¿ òåðàï³¿ f (h) ³ñíóº äåÿêå êðèòè÷íå (ïîðîãîâå) çíà÷åííÿ 

ïàðàìåòðà h êð

1
( ( ) (1 ) 0 )hf h e h h      


, çà ïåðåâèùåííÿ 

ÿêîãî ³íòåíñèâí³ñòü ä³¿ ë³êàðñüêîãî ïðåïàðàòó îñëàáëþºòüñÿ. Ó 

íàøîìó âèïàäêó ïîðîãîâå çíà÷åííÿ äîð³âíþº hêð = 5 ( = 0,2) ³, 
íàïðèêëàä, äëÿ âåëè÷èíè h = 10 > hêð ê³ëüê³ñòü ³íô³êîâàíèõ êë³òèí 
óïðîäîâæ 1,5 ì³ñ ë³êóâàííÿ íå çìåíøóºòüñÿ, à íàâïàêè çá³ëü-

øóºòüñÿ ( 2 11,x   ðèñ. Ä2.10, á). 

Ïðèêëàä 3. Ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü «á³îëîã³÷íîãî ãîäèííèêà» âè-
ùèõ ðîñëèí îïèñóºòüñÿ ñèñòåìîþ äâîõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü 
ïåðøîãî ïîðÿäêó: 

1 2

2 3 4

,

,

dx
k x k xy

dt

dy
k xy k y k x

dt

  

   


 

äå x, y – êîíöåíòðàö³¿ ñïåöèô³÷íèõ ìåòàáîë³ò³â; k1–k4 – êîí-
ñòàíòè øâèäêîñò³ â³äïîâ³äíèõ ôåðìåíòàòèâíèõ ðåàêö³é. 

Öÿ ìîäåëü ìàº äâà ñòàö³îíàðíèõ ñòàíè, îäèí ç ÿêèõ º ñ³äëîì 

(  1 10, 0x y ), à ³íøèé (
 

 


1 3 1
2 2

2 1 4 2

,
k k k

x y
k k k k

), çàëåæíî 

â³ä âèáîðó ïàðàìåòð³â ìî-
äåë³, ìîæå áóòè ñò³éêèì 
âóçëîì (áåçêîëèâàëüíèé 
ðóõ çì³ííèõ ó ñèñòåì³, êîëè 

 
 



2
3 4

12

1 4

0
4

k k
k

k k
) àáî ñò³é-

êèì ôîêóñîì (êîëèâàëüíèé 

ðóõ, êîëè 
 

2
3 4

2

1 44

k k

k k



 

1 0k  ). 

Ðîçãëÿíåìî, íàïðèêëàä, 
âèïàäîê êîëèâàëüíîãî ðóõó 
â äîñë³äæóâàí³é ìîäåëüí³é 
ñèñòåì³. 

Äëÿ òîãî ùîá ÷èñåëüíî 
ðîçâ’ÿçàòè ñèñòåìó äâîõ äè-

 

Ðèñ. Ä2.10 
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ôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó, ñêîðèñòàºìîñÿ êîìàí-
äîþ NDSolve: 

s=NDSolve[{x[t]==k1x[t]-k2x[t]y[t], y[t]==k2x[t]y[t]-k3y[t]+k4x[t], 
x[0]==3, y[0]==3, k1==1, k2==0.5, k3==5, k4==2}, {x, y}, {t,0,100}], 

äå x[0]==3, y[0]==3 – çàäàí³ îäíàêîâ³ ïî÷àòêîâ³ óìîâè äëÿ çì³í-
íèõ âåëè÷èí x[t] òà y[t] ó ìîìåíò ÷àñó t, ïðèéíÿòèé çà íóëü. 

Äëÿ ïîáóäîâè ê³íåòè÷íèõ êðèâèõ x[t] òà y[t] íà îäíîìó ãðàô³-
êó (ðèñ. Ä2.11) ñêîðèñòàºìîñÿ êîìàíäîþ Plot: 

Plot[Evaluate[{x[t],y[t]}/.s], {t,0,8}, PlotRange{1,5}, AxesLabel 

{"t, òèæí³", "x,y, M"}, PlotLegends{"x(t)","y(t)"}]. 

ßê áà÷èìî, êîíöåíòðàö³¿ îáîõ ìåòàáîë³ò³â ñïî÷àòêó çíèæó-
þòüñÿ, ïðè÷îìó ð³çê³øå ³ òðèâàë³øå çìåíøåííÿ â³äáóâàºòüñÿ äëÿ 
ðå÷îâèíè y, à ïîò³ì ïî÷èíàþòü çðîñòàòè (ç ïåâíèì çàï³çíåííÿì 
îäíà â³ä îäíî¿), ïîñòóïîâî çãàñàþ÷è ç ÷àñîì (êîëèâàííÿ ïðàêòè÷-
íî ïðèïèíÿþòüñÿ ÷åðåç 8 òèæí³â). 

Äëÿ ïîáóäîâè ôàçîâî¿ òðàºêòîð³¿, òîáòî çàëåæíîñò³ y[x] 
(ðèñ. Ä2.12), ñêîðèñòàºìîñÿ êîìàíäîþ ParametricPlot: 

ParametricPlot[Evaluate[{x[t],y[t]}/.s], {t,0,100}, PlotRangeAll, 

AxesLabel{"x, M", "y, M"}]. 

Îòæå, çà âèáðàíèõ ïàðàìåòð³â ìîäåë³ ôàçîâà òðàºêòîð³ÿ íà-
áëèæàºòüñÿ äî ñòàö³îíàðíî¿ òî÷êè (ñò³éêèé ôîêóñ) ç êîîðäèíà-

òàìè (2, 
10

3
). 

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñò³éíî¿ ðîáîòè. Äëÿ ìîäåë³ «á³îëîã³÷íîãî 
ãîäèííèêà» âèùèõ ðîñëèí ïîáóäóâàòè ê³íåòè÷í³ êðèâ³ òà ôàçîâó 
òðàºêòîð³þ ó âèïàäêó áåçêîëèâàëüíîãî ðóõó (ñòàö³îíàðíèé 
ñòàí – ñò³éêèé âóçîë). Ïðîàíàë³çóâàòè îòðèìàí³ ðåçóëüòàòè. 

 

Ðèñ. Ä2.11 



§ 2. Приклади розв’язування модельних задач біологічних процесів … 
 

 

 183

Ïðèêëàä 4. Äëÿ ìîäåë³ ïî-
øèðåííÿ â³ðóñíî¿ åï³äåì³¿ ð³â-
íÿííÿ äëÿ íå³íô³êîâàíèõ x, 
³íô³êîâàíèõ y òà îñ³á, ÿê³ îäó-
æàëè z, ìàþòü âèãëÿä 

,

,

,

dx
xy

dt

dy
xy y

dt

dz
y

dt

  

    



 

 

äå  ³  – ïàðàìåòðè ìîäåë³ 
(êîåô³ö³ºíò âçàºìîä³¿ ì³æ íå³íô³êîâàíèìè òà ³íô³êîâàíèìè îñî-
áàìè (åôåêòèâí³ñòü çàõâîð³òè) ³ øâèäê³ñòü çìåíøåííÿ ³íô³êîâà-
íèõ îñ³á (åôåêòèâí³ñòü îäóæàòè) â³äïîâ³äíî). 

Öÿ ìîäåëü ìàº äâà ñòàö³îíàðíèõ ñòàíè: 1 0,x   1 0y   òà 

2 ,x





 2 0.y   

Äëÿ òîãî ùîá ÷èñåëüíî ðîçâ’ÿçàòè ñèñòåìó òðüîõ äèôåðåíö³àëü-
íèõ ð³âíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó, ñêîðèñòàºìîñÿ êîìàíäîþ NDSolve: 

s=NDSolve[{x’[t]==-x[t]y[t], y’[t]==x[t]y[t]-2y[t], z’[t]==2y[t], x[0]==9, 
y[0]==1, z[0]==0}, {x,y,z},{t,0,100}]. 

Äëÿ ïîáóäîâè ê³íåòè÷íèõ êðèâèõ x[t], y[t] òà z[t] íà îäíîìó 
ãðàô³êó (ðèñ. Ä2.13) ñêîðèñòàºìîñÿ êîìàíäîþ Plot: 

 

 

Ðèñ. Ä2.12 

 

 

Ðèñ. Ä2.13 
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Ðèñ. Ä2.14 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Plot[Evaluate[{x[t],y[t],z[t]}/.s], {t,0,3}, PlotRangeAll, AxesLabel 

{"t, äí³", "x,y,z,%"}, PlotLegends{"x(t)", "y(t)", "z(t)"}]. 

Áà÷èìî, ùî â³äñîòîê íå³íô³êîâàíèõ îñ³á x ç ÷àñîì çìåíøóºòü-
ñÿ, ³íô³êîâàíèõ – çá³ëüøóºòüñÿ, äîñÿãàþ÷è ìàêñèìóìó, à ïîò³ì ç 
÷àñîì òàêîæ ñïàäàº (äîñÿãàº íóëÿ ïðèáëèçíî çà 3 ðîêè); â³äñîòîê 
îñ³á, ÿê³ îäóæàëè z, ïîñò³éíî çðîñòàº, âèõîäÿ÷è íà ïëàòî ÷åðåç äå-
ÿêèé ÷àñ (3 ðîêè). Òàêèì ÷èíîì, çà âèáðàíèõ ïàðàìåòð³â ìîäåë³, 

2x





 = 2 > 1 òðèâàë³ñòü â³ðóñíî¿ åï³äåì³¿ ñòàíîâèòü ïðèáëèçíî 

3 ðîêè. ßêùî 2x





 = 0,5 < 1, òî òðèâàë³ñòü â³ðóñíî¿ åï³äåì³¿ 

çðîñòàº ïðèáëèçíî óäâ³÷³ (äî 6 ðîê³â; ðèñ. Ä2.14). 
Äëÿ òîãî ùîá ïîáóäóâàòè ôà-

çîâó òðàºêòîð³þ, òîáòî çàëåæí³ñòü 
z[y, x] (ðèñ. Ä2.15), ñêîðèñòàºìîñÿ 
êîìàíäîþ ParametricPlot3D: 

ParametricPlot3D[Evaluate[{x[t],y[
t],z[t]}/.s], {t,0,25}]. 

Ïðèêëàä 5. Îäíà ³ç íàéïðî-
ñò³øèõ ìîäåëåé ïðîòèïóõëèííîãî 
³ìóí³òåòó îïèñóºòüñÿ ñèñòåìîþ 
äâîõ íåë³í³éíèõ äèôåðåíö³àëü-
íèõ ð³âíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó: 

1
1 1 2

22
1 1 2 2

,

( ) ,

dn
An Bn n

d

dn
C n Dn n En S

d

   

    
 

 

 
 

 

Ðèñ. Ä2.15 
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äå n1() – êîíöåíòðàö³ÿ ïóõëèííèõ êë³òèí; n2() – êîíöåíòðàö³ÿ 
ë³ìôîöèò³â-ê³ëåð³â, ÿê³ çíèùóþòü ïóõëèíí³ êë³òèíè. 

Íàâåäåí³ âèùå ð³âíÿííÿ âðàõîâóþòü òàê³ ìîëåêóëÿðí³ ìåõàí³çìè: 
1) çá³ëüøåííÿ (À) ³ çìåíøåííÿ (çà ðàõóíîê äåñòðóêòèâíî¿ 

âçàºìîä³¿ ç ë³ìôîöèòàìè-ê³ëåðàìè; Â) ê³ëüêîñò³ ïóõëèííèõ êë³-
òèí (òóò ïðèïóñêàºòüñÿ, ùî îäèí ë³ìôîöèò çäàòåí çíèùèòè äåê³ëü-
êà ïóõëèííèõ êë³òèí); 

2) çðîñòàííÿ ê³ëüêîñò³ ë³ìôîöèò³â: Ñ(n1 — Dn1
2)n2 (òóò ïðèïóñ-

êàºòüñÿ, ùî çà ìàëèõ çíà÷åíü x ïóõëèíà ñòèìóëþº ïðîë³ôåðàö³þ 
ë³ìôîöèò³â (Ñ), à çà âåëèêèõ, íàâïàêè, ïðèãí³÷óº (D)); ïðèðîäíà 
çàãèáåëü ë³ìôîöèò³â (E) òà ¿õ ïîñò³éíå íàäõîäæåííÿ (S). 

Ïåðåéäåìî äî áåçðîçì³ðíèõ âåëè÷èí øëÿõîì òàêèõ çàì³í: 

1,x Dn  2,
B

y n
A

   
C

AD
,  

ED

C
,  

SBD

AC
,  t A . 

Ó ðåçóëüòàò³ ìàºìî 

2

(1 ) ,

[( ) ].

dx
y x

dt

dy
x x y

dt

  

       


 

Öÿ ìîäåëü ìàº îäèí ñòàö³îíàðíèé ñòàí, ùî ëåæèòü íà îñ³ 

ÎY, 1 0x , 



1y  (1), òà äâà ³íøèõ:  2, 3 0,5 0,25x       , 

2, 3 1y   (2, 3), ïðè÷îìó, ÿêùî 0 0,25     , òî ìàºìî äâà ä³é-

ñíèõ äîäàòíèõ êîðåí³ ( 2, 3 0x  ) , ÿêùî     0 , òî ìàºìî ºäè-

íèé ä³éñíèé äîäàòíèé êîð³íü ( 2 0x ). 

Ñòàö³îíàðíèé ñòàí 1 º ñò³éêèì âóçëîì, ÿêùî îäíî÷àñíî âè-

êîíóþòüñÿ óìîâè:   1  ³    . 

Ñòàö³îíàðíèé ñòàí 2 (  2 0,5 0,25x       , 2 1y ) çàâæäè 

íåñò³éêèé (ñ³äëî), à ñòàö³îíàðíèé ñòàí 3 ( 3 0,5x     0,25 ,     

3 1y ) ìîæå áóòè ÿê ñò³éêèì âóçëîì, êîëè 
2

0,5
2

     
 

 

0,25 ( ) 0,25 ( ) 0            (áåçêîëèâàëüíèé ðóõ çì³ííèõ), 

òàê ³ ñò³éêèì ôîêóñîì, êîëè 

2

0,5 0,25 ( )
2
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0,25 ( ) 0       (êîëèâàëü-

íèé ðóõ çì³ííèõ). 
Ïðîàíàë³çóºìî ìîäåëü â îêî-

ë³ ñòàö³îíàðíîãî ñòàíó 3 0,5x    

 0,25     , 3 1y  (áåçêî-

ëèâàëüíèé ðóõ çì³ííèõ âåëè-
÷èí). Âèÿâëÿºòüñÿ, ùî ó öüîìó 
âèïàäêó ðåçóëüòàò çàëåæèòü â³ä 
ïî÷àòêîâèõ óìîâ: ÿêùî x(0) > 
> y(0), òî ðåçóëüòàò «áîðîòüáè» 
ïóõëèíè òà îðãàí³çìó âèçíà÷à-

ºòüñÿ íà êîðèñòü ïóõëèíè (ñëàáêà ³ìóííà ñèñòåìà îðãàí³çìó), ³, 
íàâïàêè, ÿêùî x(0) < y(0), òî âñòàíîâëþºòüñÿ äèíàì³÷íà ð³âíîâà-
ãà ì³æ ïóõëèíîþ òà ³ìóííîþ ñèñòåìîþ îðãàí³çìó (õðîí³÷íà ôîð-
ìà ïåðåá³ãó çàõâîðþâàííÿ). 

Äëÿ òîãî ùîá ÷èñåëüíî ðîçâ’ÿçàòè ñèñòåìó äâîõ äèôåðåíö³-
àëüíèõ ð³âíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó, ñêîðèñòàºìîñÿ êîìàíäîþ 
NDSolve: 

s=NDSolve[{x’[t]==(1 - y[t])x[t], y’[t]==((x[t] - x[t]2 - )y[t] + ), 
x[0]==2, y[0]==5, ==2, ==1, ==0.8},{x,y},{t,0,100}], 

äå x(0) < y(0) òà âèêîíóºòüñÿ óìîâà 0 0,25     . 

Äëÿ ïîáóäîâè ê³íåòè÷íèõ 
êðèâèõ x[t] òà y[t] (ðèñ. Ä2.16) 
ñêîðèñòàºìîñÿ êîìàíäîþ Plot: 

Plot[Evaluate[{x[t],y[t]}/.s],{t,0,6}, 

PlotRange{0,5}, AxesLabel 

{"t", "x,y"}, PlotLegends 

{"x(t)","y(t)"}]. 

Äëÿ ïîáóäîâè ôàçîâî¿ òðàºê-
òîð³¿, òîáòî çàëåæíîñò³ y[x] 
(ðèñ. Ä2.17), ñêîðèñòàºìîñÿ êî-
ìàíäîþ ParametricPlot: 

ParametricPlot[Evaluate[{x[t],y[t]}/.

s],{t,0,100}, PlotRange{{0.2,1}, 

{0.9,2}}, AxesLabel{"x","y"}]. 

Áà÷èìî, ùî ôàçîâà òðàºêòî-
ð³ÿ ç ÷àñîì ïðÿìóº äî ñòàö³îíàð-

  

Ðèñ. Ä2.16  
 

 

Ðèñ. Ä2.17 
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íîãî ñòàíó (ñò³éêèé âóçîë) ç 

êîîðäèíàòàìè (0,28; 1). 
Çà ïîäàëüøîãî çìåíøåííÿ 

âåëè÷èíè ïàðàìåòðà ω ïóõëèíí³ 
êë³òèíè ãèíóòü óïðîäîâæ òîãî 
ñàìîãî ÷àñó áåç òåðàïåâòè÷íî-
ãî âòðó÷àííÿ (ðèñ. Ä2.18). 

s=NDSolve[{x[t]==(1 - y[t])x[t], 

y[t]==μ((x[t] - x[t]2 - )y[t] + ), 
x[0]==2, y[0]==5, ==2, ==0.81, 

==0.8},{x, y},{t,0,100}]. 

Plot[Evaluate[{x[t],y[t]}/.s],{t,0,6}, PlotRange{0,5}, AxesLabel{"t", 

"x,y"}, PlotLegends{"x(t)","y(t)"}]. 

 

 

Ðèñ. Ä2.18 
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ÏÐÈËÓÖÜÊÈÉ  
ÞÐ²É ²ÂÀÍÎÂÈ× –  

äîêòîð ô³çèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê, 

ïðîôåñîð. Âèïóñêíèê êàôåäðè òåî-

ðåòè÷íî¿ ô³çèêè ô³çè÷íîãî ôàêóëüòå-

òó Êè¿âñüêîãî íàö³îíàëüíîãî óí³âåð-

ñèòåòó ³ìåí³ Òàðàñà Øåâ÷åíêà. Ïðî-

ôåñîð êàôåäðè á³îô³çèêè òà íåéðî-

á³îëîã³¿ Íàóêîâî-íàâ÷àëüíîãî öåíòðó 

«²íñòèòóò á³îëîã³¿ òà ìåäèöèíè» Êè¿â-

ñüêîãî íàö³îíàëüíîãî óí³âåðñèòåòó ³ìåí³ Òàðàñà Øåâ÷åíêà. ßê 

çàïðîøåíèé ïðîôåñîð ïðàöþâàâ ó Òåõí³÷íîìó óí³âåðñèòåò³ ²ëü-

ìåíàó (Í³ìå÷÷èíà) òà óí³âåðñèòåò³ Ìèêîëè Êîïåðíèêà (Ïîëü-

ùà). Àâòîð òà ñï³âàâòîð ïîíàä 400 íàóêîâèõ ïðàöü, ç ÿêèõ 16 êî-

ëåêòèâíèõ ìîíîãðàô³é (14 âèäàí³ çà êîðäîíîì), 15 ïàòåíò³â 

Óêðà¿íè íà âèíàõ³ä, á³ëüø³ñòü ñòàòåé ïðåäñòàâëåí³ ó íàóêîâî-

ìåòðè÷í³é áàç³ äàíèõ Scopus òà îïóáë³êîâàí³ ó ì³æíàðîäíèõ âè-

ñîêîðåéòèíãîâèõ íàóêîâèõ âèäàííÿõ êâàðòèë³â Q1 ³ Q2. Ôàõ³âåöü 

ó ãàëóç³ á³îô³çèêè ³ íàíîá³îòåõíîëîã³é. Ï³ä éîãî íàóêîâèì êåð³â-

íèöòâîì îòðèìàíî ôóíäàìåíòàëüí³ é ïðèêëàäí³ ðåçóëüòàòè ùîäî 

äèçàéíó, ñòâîðåííÿ, õàðàêòåðèñòèêè, âèâ÷åííÿ ô³çèêî-õ³ì³÷íèõ 

âëàñòèâîñòåé òà á³îàêòèâíîñò³ íîâ³òí³õ âóãëåöåâèõ íàíîìàòåð³àë³â, 

íà îñíîâ³ ÿêèõ ðîçðîáëåíî ³ííîâàö³éí³ íàíîá³îòåõíîëîã³¿ äëÿ ìå-

äèöèíè ³ ôàðìàöåâòèêè. Ï³äãîòóâàâ 1 äîêòîðà íàóê ³ 

9 êàíäèäàò³â íàóê. Íàãîðîäæåíèé Çîëîòîþ ìåäàëëþ «Âèäàòíèé 

âèíàõ³äíèê» Âñåñâ³òíüî¿ îðãàí³çàö³¿ ³íòåëåêòóàëüíî¿ âëàñíîñò³, 

â³äçíàêàìè ÌÎÍ Óêðà¿íè «Çà íàóêîâ³ òà îñâ³òí³ äîñÿãíåííÿ», 

ÍÀÍ Óêðà¿íè «Çà ïðîôåñ³éí³ çäîáóòêè», â÷åíî¿ ðàäè Êè¿âñüêîãî 

íàö³îíàëüíîãî óí³âåðñèòåòó ³ìåí³ Òàðàñà Øåâ÷åíêà. Ëàóðåàò Íà-

ãîðîäè ßðîñëàâà Ìóäðîãî â ãàëóç³ íàóêè ³ òåõí³êè Àêàäåì³¿ íàóê 

âèùî¿ øêîëè Óêðà¿íè, çàñëóæåíèé ä³ÿ÷ íàóêè ³ òåõí³êè Óêðà¿íè, 

ëàóðåàò Äåðæàâíî¿ ïðåì³¿ Óêðà¿íè â ãàëóç³ íàóêè ³ òåõí³êè. 
 
 
 
 
 
 

 
 



 

 
 

 
ÊÎÑÒÅÐ²Í  
ÑÅÐÃ²É ÎËÅÊÑ²ÉÎÂÈ× – 

àêàäåì³ê ÍÀÍ Óêðà¿íè, äîêòîð á³î-

ëîã³÷íèõ íàóê, ïðîôåñîð. Âèïóñê-

íèê êàôåäðè á³îô³çèêè Êè¿âñüêî-

ãî íàö³îíàëüíîãî óí³âåðñèòåòó ³ìåí³ 

Òàðàñà Øåâ÷åíêà.  Ïðîôåñîð êàôåä-

ðè á³îô³çèêè òà ìåäè÷íî¿ ³íôîðìà-

òèêè Êè¿âñüêîãî íàö³îíàëüíîãî óí³-

âåðñèòåòó ³ìåí³ Òàðàñà Øåâ÷åíêà. 

Ñòàæóâàâñÿ ó Ìàêìàñòåðñüêîìó óí³âåðñèòåò³ (Êàíàäà). Àâòîð ³ 

ñï³âàâòîð 370 íàóêîâèõ ïóáë³êàö³é, 9 ìîíîãðàô³é (îäíà ç íèõ ó 

ñï³âïðàö³ ç êîëåãàìè ç Êàíàäè, ÑØÀ, ßïîí³¿ òà Ôðàíö³¿, âèéøëà ó 

ÑØÀ) òà ï³äðó÷íèê³â. 235 ñòàòåé àâòîðà ïðåäñòàâëåí³ ó íàóêîâî-

ìåòð³÷í³é áàç³ äàíèõ Scopus. Ï³ä éîãî íàóêîâèì êåð³âíèöòâîì 

îòðèìàíî ðåçóëüòàòè ï³ä ÷àñ äîñë³äæåííÿ á³îõ³ì³÷íèõ, ô³çèêî-

õ³ì³÷íèõ òà ôóíêö³îíàëüíèõ âëàñòèâîñòåé åíåðãîçàëåæíèõ Ñà2+-

òðàíñïîðòóâàëüíèõ ïðîòå¿í³â ìåìáðàí ãëàäåíüêîì’ÿçîâèõ êë³òèí. 

Ðîçðîáèâ íîâ³ ìåòîäè ê³íåòè÷íîãî àíàë³çó á³îõ³ì³÷íèõ ³ á³îô³çè÷-

íèõ ïðîöåñ³â. Â³öåïðåçèäåíò Óêðà¿íñüêîãî á³îõ³ì³÷íîãî òîâàðèñò-

âà. Ëàóðåàò Äåðæàâíî¿ ïðåì³¿ Óêðà¿íè â ãàëóç³ íàóêè ³ òåõí³êè, 

Ïðåì³¿ ³ì. Î.Â. Ïàëëàä³íà ÍÀÍ Óêðà¿íè òà Ïðåì³¿ ³ì. 

Ï.Ã. Êîñòþêà ÍÀÍ Óêðà¿íè. Çàñëóæåíèé ä³ÿ÷ íàóêè ³ òåõí³êè 

Óêðà¿íè. Íàãîðîäæåíèé â³äçíàêàìè Âåðõîâíî¿ Ðàäè Óêðà¿íè «Çà 

îñîáèñò³ çàñëóãè ïåðåä Óêðà¿íñüêèì íàðîäîì», Ïðåçèä³¿ ÍÀÍ 

Óêðà¿íè «Çà íàóêîâ³ äîñÿãíåííÿ» òà «Çà ï³äãîòîâêó íàóêîâî¿ çì³-

íè», â÷åíî¿ ðàäè Êè¿âñüêîãî íàö³îíàëüíîãî óí³âåðñèòåòó ³ìåí³ 

Òàðàñà Øåâ÷åíêà çà äîñÿãíåííÿ ó íàóêîâî-ïåäàãîã³÷í³é ðîáî-

ò³. Ëàóðåàò ïðåì³¿ «Çîëîòà Ôîðòóíà» ç âðó÷åííÿì îðäåíà Ñâÿòîãî 

Êíÿçÿ Âîëîäèìèðà Âåëèêîãî III ñòóïåíÿ, ëàóðåàò Íàãîðîäè ßðîñ-

ëàâà Ìóäðîãî â ãàëóç³ íàóêè ³ òåõí³êè Àêàäåì³¿ íàóê âèùî¿ øêî-

ëè Óêðà¿íè. 
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